Statistické metody
v psychologii

il .l

studijni opora pro rok 2022/23 k predmétim
BSMP1, DSMP1, BSMP2 a DSMP?2

RN I
i

\

o TT

ol

Y

DANIEL DOSTAL

V'z
Wy
e

N
N

Filozoficka
fakulta




Obsah

Uvod

1 Zakladni matematické pojmy

1.1
1.2

2.1
2.2

2.3
24

2.5

2.6

2.7

3.1
3.2

3.3

Mnoziny . . . . . . ..
Matematické funkce . . . . . . . ..o
2 Nahoda a pravdépodobnost
Nahodny jev . . . . . . . .
Pravdépodobnost . . . . .. ..o
2.2.1 Klasicka pravdépodobnost . . . . . . ..o
2.2.2  Geometricka pravdépodobnost . . . . .. ..o 0000
Nahodna veli¢ina . . . . . . . . . . . ...
Rozdéleni pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce . . . . . . . . . ... ...
Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in . . . . . . . .. ... ... . ...
2.5.1 Stredni hodnota . . . . . . . . . . ... ...
2.5.2 Rozptyl . . . . .
2.5.3 Kovariance, zavislost a nezavislost ndhodnych veli¢cin . . . . . . ..
2.5.4 Kvantily ndhodné veli¢ciny . . . . . ... .. ... L.
Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti . . . . . . . . ... ...
2.6.1 Alternativni rozdéleni. . . . . . . . . ... ...
2.6.2 Binomické rozdéleni . . . . . . .. ...
2.6.3 Poissonovo rozdéleni . . . .. ...
2.6.4 Dalsi diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti . . . . . . . .. ... ..
Spojita rozdéleni pravdépodobnosti . . . . . ...
2.7.1 Rovnomérné rozdéleni . . . . . . .. .. ... ... ...
2.7.2 Normalni rozdéleni . . . . . . . . . . . . ... ... ... . ...
2.7.3 Normované normalni rozdéleni . . . . . . . . . ... ... ... ...
2.74 Rozdéleni 2. . . . . . . ...
2.7.5 Studentovo t-rozdéleni . . . . . ... ... L
2.7.6  Fisherovo F rozdéleni . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
3 Popisna statistika
Statisticky soubor a statisticky znak . . . ... ... 000000
CetnoSti . . . o o o
3.2.1 Histogram . . . . . ... Lo
Extrémy, variacni rozpéti a odlehla pozorovani . . . . . . .. . .. .. ...
3.3.1 Odlehla pozorovani . . . . . . . ... ...

3.4

Miry polohy . . . . . . . .

12
12
13
14
15
16
18
22
22
22
23
25
26
28
28
29
30
31
33
34
35
39
40
41



3.4.1 Aritmeticky pramér . . . . ... .o
3.4.2 Robustni modifikace aritmetického praméru . . . . . .. .. ...
3.4.3 Median a vybérovy kvantil . . . . .. ..o 00000
3.4.4 Vybérovy modus . . . . . . ...
3.4.5 Krabicovy graf . . .. ...
3.5 Miry variability . . . . . .. o
3.5.1 Pramérna absolutni a medianova absolutni odchylka . . . . . . ..
3.5.2  Soucet Ctvercu, vybérovy rozptyl a smérodatna odchylka . . . . ..

3.5.3 Variabilita kvalitativniho znaku . . . . . . ... ... ... . .
3.6 Vybérova sikmost a Spicatost . . . . . . . ..o

3.7 Miry zavislosti statistickych znaka . . . . . . .. .. .. ... ... .. ...
3.7.1 Vybérova kovariance . . . . . . ... ...

3.7.2  Pearsontv korelac¢ni koeficient . . . . . ... ..o 000
3.7.3 Dalsi varianty Pearsonova korelacniho koeficientu . . . . . . .. ..

3.7.4 Spearmanuv korelacni koeficient . . . . . .. ...
3.7.5 Bodovy graf . . . . ...

Statistické odhady

4.1 Nahodny vybér a statistiky . . . . . . .. ..o

4.2 Bodové odhady parametrit . . . . . ... ..o
4.2.1 Odhad stfedni hodnoty . . . . . . .. ... ... ... ... .. ...
4.2.2 Odhad rozptylu . . . . .. . ..

4.2.3 Odhad korelacniho koeficientu . . . . . . . . .. ... ... ... ..
4.3 Intervaly spolehlivosti. . . . . . . . .. ... o

4.3.1 Interval spolehlivosti pro sttedni hodnotu . . . . . . . .. ... ...
4.3.2 Interval spolehlivosti pro rozptyl a smérodatnou odchylku. . . . . .
4.3.3 *Interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot™ . . . . . . . ..
4.3.4 *Interval spolehlivosti pro relativni ¢etnost™ . . . . . . . ... ...
4.3.5 *Interval spolehlivosti pro Pearsonuv korelacni koeficient™ . . . . .

4.4 Metafora ,populace a vybér* . . . . . .. ...

Testovani statistickych hypotéz

5.1 Datova matice a typy proménnych . . . . . . .. ..o

5.2 Logika testovani statistickych hypotéz. . . . . . . .. ... ... 0.
5.2.1 Statisticky test . . . . ...
5.2.2  Jednostranné a dvoustranné alternativni hypotézy . . . . . . . . ..
5.2.3 Kritickd hodnota a kriticky obor . . . . . . ... ..o 0L

5.3 Prakticka vyznamnost a mira u¢inku . . . ... ... ...

5.4 Parametrické testy . . . .. ..o
5.4.1 Jednovybérovy t-test a parovy t-test . . . . ... ... ...



5.4.2 T-test pro dva nezavislé vybéry a Welchtuv test . . . . .. ... .. 109

5.4.3 Test rozptylua Ftest . . .. ... ... ... ... .. ....... 113
5.4.4 Testy korela¢niho koeficientu . . . . . . . .. ... ... ... ... 115
5.4.5 Analyza rozptylu pri jednoduchém tridéni . . . . . . . .. ... .. 117
5.4.6 Ovéreni predpokladii a testy normality . . . . . .. ... ... ... 123
5.5 Analyzasily testu . . . . . . .. 128
5.5.1 *Vypocet sily testu™ . . . . .. ... 132
5.5.2 Stanoveni rozsahu souboru . . . . . ... ... 134
5.6 Testy dobré shody a dalsi testy ¢etnosti . . . . . . .. ... ... ... ... 135
5.6.1 Test dobré shody pro jeden vybér . . . . .. ... ... ... .... 138
5.6.2 Kontingen¢ni tabulky a jejich testovani . . . . . . . .. ... ... 139
5.6.3 Fishertuv faktoridlovy test . . . . . . .. .. ... 144
5.6.4 McNemartv test a test symetrie podle Bowkera . . . . . . . .. .. 146
5.7 Neparametrické testy . . . . . . . . .o 149
5.7.1 Znaménkovy test . . . . ... 150
5.7.2  Wilcoxontv jednovybérovy test a Wilcoxoniiv parovy test . . . . . . 153
5.7.3 Mannuv-Whitneytuv U test . . . . . . .. . ... ... ... ... .. 156
5.7.4 Test Spearmanova korelacniho koeficientu . . . . . . . . .. .. .. 161
5.7.5  Kruskalav-Wallisuv test . . . . . . . .. ... ... ... .. ... 162
5.8 Vybér statistického testu . . . . . ... ..o 165
5.8.1 Ukéazka pouziti statistickych testa . . . . . . .. ... ... .. ... 171
Cviceni 179
6.1 Pocitani se sumou . . . . . . . . ... 179
6.2 Prace s pravdépodobnosti, vyuziti kombinatorickych
pravidel . . . . .. 187
6.2.1 Kombinatorické pravidlo sou¢inu a souc¢tu . . . . .. ... .. ... 187
6.2.2 Permutace . . . . . . . ... 188
6.2.3 Kombinace . . . . . . ... ... 188
6.3 Préce s ¢iselnymi charakteristikami nahodnych
veliCin . . . . 194
6.4 Distribucéni funkce a pravdépodobnostni funkce
diskrétni ndhodné veliciny . . . . . . . . .. ... 200
6.5 Distribucéni funkce a hustota pravdépodobnosti
spojité nahodné veliciny . . . . . . . ... L 204
6.6 Miry polohy a variability . . . . . .. ... ... L 210
6.7 Korelacni koeficienty . . . . .. ... 213
6.8 Grafickd reprezentace dat . . . . . .. ... 217
6.9 Intervaly spolehlivosti. . . . . . . . . . .. ... .. 220



Uvod

Statistika se mezi studenty spolec¢enskych véd obvykle netési velké oblibé a obecné mé
spisS Spatnou povést. Neni nezvyklé, zZe i studenti s vybornym prospéchem vidi ve statistic-
kych postupech jen obskurni ritualy s ¢isly, které kdyz bezchybné vykoname, ,,vyplivnou*
néjakou hodnotu, kterda ma dat odpovéd na nasi otazku.

Autori ucebnic statistiky se s malou oblibou tohoto predmétu snazi bojovat. Mezi
nejpouzivanéjsi zbrané patii vedle zaplavy metafor a obrazki bohuzel i zjednodusovani
latky na nejnizsi droven, kterd jesté dava smysl. Statistika se pak zméni ve vypravéni
pribéht o tom, jak spravné provadét ritudly.

Autor tohoto textu se domnivd, ze tato cesta ke kyzenému vysledku nevede. Metafory
a zjednodusend podobenstvi jsou bezesporu dobrymi pomocniky, ale jen do té doby, nez
docista nahradi ptivodni sdéleni. Studenti psychologie jsou vybirani podle prisnych kritérii
a o jejich schopnosti chapat abstraktni problémy nemtze byt pochyb. Misto krasné védy,
jakou statistika je, jim neni potfeba servirovat pribéhy, aby pochopili.

7 tohoto presvédceni tato skripta vychéazeji. Statistické poznani zde bude budovano od
svého matematického zakladu. Dan, ktera se za to plati, je urcita suchoparnost — zejména
pro ty studenty, kteri nenachazeji zalibeni ve svété matematickych konstruktt a kteri
potirebuji na kazdém kroku ujistovat, ze ziskané znalosti opravdu k néc¢emu jsou. Pokud
se vSak naplni ambice autora tohoto textu, ¢tenari bude odménou opravdové porozumeéni
statistice v psychologickém vyzkumu. Tedy nejen schopnost bezchybné provést onen ritual,

ale i znalost toho, co se déje pod jeho povrchem.

Na zaveér pripojme jesté jedno upozornéni. Mnozi lidé, kdyz slysi o matematice a ¢em-
koli, co s ni souvisi, prohlasi, Ze na to nemaji hlavu, a prestanou poslouchat. Pokud to
je vas pripad, budte si jisti, ze s vasi hlavou nic v neporadku neni. To, Ze jste se ocitli
v tomto kurzu, znamena, ze za sebou mate anabazi testi, pohovoru a dalsich utrap, které

skon¢ily tuspéchem. To, co schazi, neni v hlavé, ale v srdci a je jen na vas to zménit.

Daniel Dostal



Ten, kdo rika, Ze to dokdze,
i ten, kdo rikd, Ze to nedokdze,

oba maji pravdu.



1 Zakladni matematické pojmy

1.1 Mnoziny

V matematice oznacujeme pojmem mnozina soubor libovolnych prvki. Uvazujeme-li tedy
mnozinu, kterou pojmenujeme napiiklad M, mizeme pro jakykoli objekt (fikejme mu
tieba ) rozhodnout, zda nalezi mnoziné M (zapisujeme x € M), nebo zda ji nendlezi
(x ¢ M). Chceme-li néjakou mnozinu vymezit, obvykle to provedeme tak, ze vypiSeme

vsechny jeji prvky do slozenych zavorek. Naptiklad takto:
M ={2,4,6,8,10}.

Nebo do slozenych zavorek vypiseme podminky, které pokud libovolny prvek splnuje, tak

je prvkem mnoziny. Tteba zapis
N={zxeM:x<T}

by oznacoval mnozinu vSech prvkd mnoziny M, které jsou mensi nez ¢islo 7. Tedy N =
{2,4,6}. O mnoZiné N navic muzeme Fict, Ze je podmnozinou mnoziny M. Znamena
to, ze vSechny jeji prvky jsou obsaZzeny zaroven v mnoziné M (pouzili bychom oznaceni
N cCM).

Nékdy je také uzitecné nékolik mnozin sloucit do jedné. Pouziva se k tomu symbol

sjednoceni (U). Mohli bychom naptiklad Fict, ze
{3,4,5}U{0,5,10} = {0, 3,4, 5,10}.

Slovné jej vyjadiujeme jako ,nebo® Jde tedy o prvky, které patii do prvni nebo do druhé
z uvedenych mnozin.
Jindy nés zajimé, zda existuji néjaké prvky, které patii do prvni a zdroven do druhé

mnoziny. Hovorime pak o priniku mnozin (N). Muzeme napiiklad fict
{3,4,5}n{0,5,10} = {5}.

Pokud dvé mnoziny nemaji zadny spolecny prvek, a jejich prinikem je tedy prazdné
mnozina, oznacujeme je za disjunktni.

Ve vysSe uvedenych prikladech jsme predpokladali, ze prvky mmnozin jsou ¢isla. To
je nejcastéjsi pripad, ale neni to pravidlem — muzeme tfeba vymezit mnozinu studentt
psychologie, mnozinu nedélnich odpoledni nebo mnozinu napadi, které mame na vecirku
po ¢tvrté tequile. Vzhledem k tomu, ze prace s ¢isly nam usetfi mnoho namahy, pripo-

menme si dvé ¢iselné mnoziny, na které se budeme odvolavat nejcastéji.



o Mnozina celych ¢isel (odted ji budeme vzdy oznacovat Z) obsahuje vsechna ¢isla,
ktera mizeme zapsat bez desetinné ¢arky. Tedy napriklad hodnoty 1, 10, 55, ale i 0
a zaporna cisla jako je —6, —100.

e Mnozina realnych ¢isel (R) obsahuje vSechny hodnoty, které si pod slovem ¢islo
bézny clovék dokaze predstavit. Jednak vsechna cela cisla, desetinna c¢isla, zlomky
i ¢isla, kterd jako zlomek zapsat nedokaZeme (tfeba 1/2). Plus a minus nekonecno

(znacime oo) vSak mezi redlnd ¢isla nepatii.

V matematickych vzorcich se mizeme pomérné casto setkat se dvéma redlnymi cisly,

jejichz presnou hodnotu nedokézeme zapsat pomoci ¢islic:

o 7 (pi) — mé hodnotu pfiblizné 3.14,

¢ (Eulerovo ¢islo) — ma hodnotu priblizné 2.72.

Obé mnoziny, realna i celd ¢isla, maji nekonecny pocet prvka. I presto je vsak zjevné,
ze realnych c¢isel je nesrovnatelné vice nez celych ¢isel. Dokonce miizeme tict, Ze mezi
kazdymi dvéma redlnymi ¢isly existuje opét nekonecno redlnych cisel.

P1i praci s redlnymi ¢isly je nékdy uzitecné vybirat podmnoziny obsahujici vsechny
prvky, které jsou ohrani¢ené néjakymi dvéma hodnotami. Naptiklad vSechny hodnoty,
které jsou mensi nez 10 a vétsi nez —1. Takovymto podmnozindm fikdme intervaly a
misto ponékud tézkopadného zapisu {z € R : (z < 10) N (z > —1)} bychom jednoduse
napsali (—1,10). Uvedenému intervalu fikdme otevieny interval, jelikoz neobsahuje své
krajni hodnoty (10 a —1 do néj nepatii). Pokud bychom je do intervalu zahrnuli, budeme
jej nazyvat uzavreny interval a znacit [—1,10]. Interval samoziejmé mize byt z jedné
strany uzavreny a z druhé otevieny. Napriklad interval vSech nezdpornych cisel bychom

zapsali [0, 00).!

1.2 Matematické funkce

Pojmem funkce se v matematice rozumi urcity predpis, ktery kazdému prvku jedné mno-
ziny (fikdme ji defini¢ni obor funkce, Df) ptipisuje pravé jeden prvek z druhé mnoziny
(tu oznacujeme jako obor hodnot, Hf). Nejcastéji jsou definiéni obor i obor hodnot né-
jaké podmnoziny mnoziny realnych c¢isel, a¢ to neni pravidlem — funkce mohou pracovat

s libovolnymi mnozinami.

1Uzavieny konec intervalu se také nékdy zna¢i symbolem < nebo > misto hranatych zavorek. Oba
zapisy jsou ekvivalentni a mizeme je volné zameénovat. Z dtivodu jednoznacnosti v tisténém textu budeme
pouzivat hranaté zavorky.



Pokud si vybereme tieba prvek z, ktery nalezi definiénimu oboru funkce f, pak funkéni
hodnota funkce f v bodé x bude rovna néjakému y z oboru hodnot. Jednoduse bychom
toto tvrzeni zapsali jako vztah: f(x) =y, kde = € Df, y € Hf. Prvek z oznac¢ujeme jako
argument funkce f.

Existuje vice zpisobti, jak vymezit néjakou konkrétni funkci — miizeme naptiklad vy-
jmenovat vsechny prvky definicniho oboru a k nim pfripsat jejich funkéni hodnoty. To ale
v pfipadé rozsahlych (nebo dokonce nekoneénych) mnozin neni dost dobfe mozné. Vhodné
je pak funkci definovat pomoci néjakého matematického vzorce. Na ¢iselné mnoziné mu-

zeme definovat naptiklad funkci jménem g takto:
g(x) =2z +5.

Snadno zjistime, ze funkéni hodnota této funkce v bodé 3 bude rovna cislu 11 a treba
v bodé —2 ¢islu 1.

Mnozinu vsech usporadanych dvojic {(z, f(z)),z € Df} nazyvame graf funkce a jak
nazev napovida, umoznuje nam prubéh funkce zobrazit. Graf vykreslime pomoci dvou
na sebe kolmych os. Na horizontalni (iksovou) vyneseme jednotlivé hodnoty z defini¢niho
oboru a na svislou (ypsilonovou) prislusné funkéni hodnoty. Vysledkem pak bude néjaka
krivka nebo mnozina izolovanych bodii.

Rozmanitych funkei mizeme definovat libovolny pocet. Pripomenme si nékteré zaklad-
ni funkce a jejich grafy.

Linearni funkce vyjadiuje vztah primé tméry mezi argumentem funkce a funkéni
hodnotou. Linearni funkci miizeme vyjadrit ve tvaru y = a + bz, kde a a b jsou konstanty
(tedy libovolnd ¢isla). Muzeme Tict, ze za kazdy bod, o ktery naroste hodnota argumentu
x, vzroste funkéni hodnota y o b bodu (pokud je b < 0, jde pochopitelné o pokles). Pokud
je b = 0, pak prisné vzato o linearni funkci nejde, ale hovorime o konstantni funkci.

Grafem linearni funkce je vzdy ptrimka.

=—-0.5 1
1+ 1
x ‘ x T
-1 1 -1 0 1 -1 0 1
—1+

Kvadraticka funkce obsahuje ve svém predpisu argument v druhé mocniné. Obecné
bychom ji mohli vystihnout pfedpisem y = a + by + byz?. Grafem kvadratické funkce je

parabola, pribéh tedy pripomina ,udoli“ nebo ,kopec”.



y== y:—m2+2

9l y=02(z+1)2+0.3

1 14 1
+ + X + t X 1 t X
1 0 1 21 0 1 1 Ol 1

Linearni funkci s absolutni hodnotou lze vyjadrit predpisem y = b|z —a|+c a jeji
graf vypadd jako zalomend rovna c¢ara. Operator absolutni hodnoty si mtizeme predstavit
jako vzdalenost Cisla od nuly. Absolutni hodnota kladnych cisel se rovna jejich hodnoté
(napriklad |2| = 2). Absolutni hodnota zdpornych ¢isel se rovna opac¢né hodnoté (tedy

| — 2| = 2). Nula v absolutni hodnoté zustava nulou.

y=—|2z|+2 y=|lr—1]-0.5
y = |z 2 24

t t T €T t t T
_1 Ol 1 /1 0 1\ -1 0 1
14

Predpis logaritmické funkce obsahuje operator logaritmu. Nejcastéji se setkame
s dvéma logaritmy — prirozenym (znac¢ime In(x)) a dekadickym (logio(z)). Dekadicky
logaritmus tika, na kolikdtou musime umocnit cislo 10, abychom dostali hodnotu x. Pri-
rozeny logaritmus ma tutéz funkci, ale misto desitky pouziva Eulerovo ¢islo e. Dekadicky
logaritmus ¢isla 100 se rovna 2, ¢isla 1000 se rovna 3 atd. Logaritmus je definovan pouze

pro kladné hodnoty a v nule se limitné blizi minus nekonec¢nu.

10



Exponencila je kiivka vyjadiena predpisem y =
e”, pripadné y = exp(z), a je typickd svym strmym
ristem. Podobné jako u logaritmu bychom mohli vy-
tvorit dalsi exponencialni funkce, pokud bychom na-
hradili e jinou hodnotou. Exponencidla a logaritmus
jsou vuci sobé takzvané inverzni. Znamena to, ze po-
kud néjakou hodnotu pouzijeme jako argument loga-
ritmu a vysledek pouzijeme opét jako argument ex-
ponencialni funkce, ziskdme ptvodni hodnotu. Jedno-

duse In(e*) = .

Matematické funkce mtizeme popisovat z hlediska
nespoc¢tu vlastnosti. Pro nase tcely si vsak vystacime

s tim, jestli je funkce rostouci, nebo klesajici. Pro ros-

touci funkci plati, Ze s rostouci hodnotou argumentu
funkce () se bez vyjimek vzdy zvysuje funkcni hodnota f(x). U klesajici funkce je tomu
naopak: rostouci hodnota x vzdy znamena klesajici hodnotu f(z). To, jestli je funkce
rostouci ¢i klesajici, je obvykle patrné jiz z jejiho grafu. Naptiklad vyse uvedena funkce
f(z) = x nebo f(z) = In(x) je rostouci, zatimco f(x) = —0.5z + 1 je klesajici. Kvadra-
ticka funkce ¢i linearni funkce s absolutni hodnotou nejsou rostouci ani klesajici, pokud
hovotrime o celém jejich definicnim oboru. Je-li funkce na celém svém definicnim oboru

rostouci ¢i klesajici, pak o ni muzeme Tict, Ze je monoténni.

11



2 Nahoda a pravdépodobnost

Zkoumame-li svét pomoci védy, témér vzdy predpokladame, ze kazda udalost je presné
vymezena svymi pricinami. Neexistuje tedy zadna nahodilost, a pokud bychom dokazali
zmapovat vSechny vztahy mezi vécmi, mohli bychom s jistotou predpovédét, co bude
nasledovat. Takovémuto pojeti se fika determinismus. Pokud prijmeme tento svétonazor
(coz bychom ostatné pro tucely védeckého vyzkumu alespon na chvili méli), mize nds
napadnout otazka, pro¢ viibec mluvime o néjaké pravdépodobnosti. Jsou-li dany vsechny
pric¢iny a nasledky, vSe se déje s jistotou, a ndhoda tedy neexistuje. Potiz je v tom, Ze fada
systému je nesmirné slozita a nase soucasné poznani ani zdaleka nestaci k tomu, abychom
chovani téchto systémi dokazali s jistotou vysvétlit. Mizeme nanejvys prohlasit, ze za
podminek A se ur¢itym zptisobem zméni pravdépodobnost vyskytu dusledku B.

Jednim z takovych mimoradné slozitych systémil, které dokazeme popsat jen velmi
omezengé, je clovek, respektive jeho chovani a prozivani. DalSim by mohla byt napriklad
lidska spolecnost nebo ekonomické vztahy. Zrejmé z toho divodu statistika, kterd s na-
hodou systematicky pracuje, nachazi nejvétsi uplatnéni pravé v psychologii, medicing,

sociologii a ekonomii.

2.1 Nahodny jev

Pti praci s pravdépodobnosti mluvime o ndhodném pokusu. Oznacujeme tak realizaci
urcitého systému podminek, které vedou k néjakému predem nezndmému vysledku. Slovo
pokus muzeme brat pomérné velkoryse — nemusi se jednat o smichani nékolika chemikalii
ve zkumavce nebo o vytazeni listku z osudi, ale muze to byt napriklad narozeni ditéte
a zjisténi, jestli je to chlapec nebo divka, nebo to, kdyz vybereme jednoho studenta a
zmérime u néj néjaké psychologické charakteristiky. Mnozinu vSech moznych vysledkt na-
hodného pokusu budeme oznacovat pismenem 2 (velkd omega). Pokud je tedy pokusem
hod hraci kostkou, pak Q = {{(J}, {3}, {&I}, {3}, {&1}, {63} }. Kazdy pokus vede k prave
jednomu vysledku — nemohou padnout naraz dvé ¢isla a ani se nemtze stat, ze by nepadlo
zadné. Jednoprvkové mnoziny vysledkii oznacujeme jako elementarni jevy a budeme je
znadit pismenem w (mald omega). V nasem prikladu by to byly jevy {3}, {J}, {3}, {E3},
{&}, {€3}. Jelikoz se jednd o mnoziny, mizeme s nimi provadét ndm jiz zndmé mnozinové
operace. Napiiklad {3} U {3} U {63} = {(J,(3,E3} je jev, ktery bychom mohli pojmenovat
padlo sudé cislo.

Za neslucitelné (disjunktni) jevy oznacujeme takové jevy, které nemohou nastat sou-
casné. Mezi sebou jsou neslucitelné vsechny elementarni jevy, nebo z naseho ptikladu jevy
padlo sudé cislo a padlo liché c¢islo. Ke kazdému jevu muzeme také definovat opacny jev.

Oznacuje se tak sjednoceni vSech elementérnich jevii, které dany jev neobsahuje. Tedy
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napiiklad k jevu padla sestka ({E3}) je opacny jev padlo néco jiného nez Sestka (Cemuz
odpovidd mnozina {(J, (3, (9,63, E3}).

2.2 Pravdépodobnost

Nékteré jevy mohou nastat snaze nez jiné. Pro popsani této odlisSnosti zavadime funkci
jménem pravdépodobnost. Co tento pojem znamend, intuitivné chapou i lidé, kteri
zadny kurz statistiky neabsolvovali. Abychom s timto konceptem mohli pracovat, mu-
sime jej presné vymezit. Pravdépodobnost je funkce (budeme ji znaéit P), ktera
kazdému jevu (at uz elementidrnimu nebo sloZzenému) pripisuje néjaké ¢islo
z intervalu [0, 1]. Jednicka vyjadiuje, Ze se dany jev vyskytne s naprostou jistotou, nula
naopak, ze jev nastat nemiuze.

Pravdépodobnost kazdého jevu mutzeme vycislit jako soucet pravdépodobnosti vsech
elementarnich jevii, které obsahuje. Hovorime-li o disjunktnich jevech, mizeme analogicky

stanovit pravdépodobnost jejich sjednoceni:
P(AUB) = P(A) + P(B).

Pokud jevy A a B disjunktni nejsou, tak uvedeny vztah neplati, jelikoz ty prvky (ele-
mentarni jevy), které jsou obsazeny v obou mnozinach, by byly zahrnuty dvakrat. Vztah

proto musime upravit do podoby
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

Pravdépodobnost opa¢ného jevu k jakémukoli jevu A je rovna 1 — P(A). Tedy pokud

je pravdépodobnost, ze na hraci kostce padne sestka, rovna %, tak pravdépodobnost, ze

nepadne sestka, je zakonité 1 — % = %. Této vlastnosti budeme hojné vyuzivat.

Pokud pro jevy A a B plati P(AN B) = P(A) - P(B), pak jevy A a B oznacujeme za
nezavislé. Je-li nasim ndhodnym pokusem tieba hod dvéma hracimi kostkami, ¢ernou a
bilou, pak napiiklad jevy {3} a {8} jsou nezavislé, jelikoz vysledek jedné kostky nijak
neovliviuje vysledek drubé. Kdyz vime, ze P({8}) = & a P({8}) = ;, pak snadno
odvodime, ze P({8} N {B}) = 5. Informace, Ze nastal jeden z nezavislych jevii, ndm
neprozrazuje nic o tom, jestli nastal druhy nezavisly jev. Disjunktni jevy nejsou proto
nikdy nezavislé, vyjma krajniho pfipadu, kdy nejméné jeden z nich nastdva s nulovou
pravdépodobnosti, tedy nikdy.

Ac¢ je pojem pravdépodobnost obsazen ve slovniku laické vefejnosti, ¢asto jej uzivame
nespravné. Nikoho by asi neprekvapila otazka: Jakd je pravdépodobnost, Ze ve vesmiru

existuje inteligentni mimozemskd forma Zivota? Ve skuteCnosti je ale nesmyslna, jelikoz
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mimozemsky zivot bud existuje (pravdépodobnost je tedy 1) nebo neexistuje (pravde-
podobnost je tedy 0). Chyba, které se zde dopoustime, je zaména pravdépodobnosti za
subjektivni miru jistoty. O pravdépodobnosti miizeme referovat vzdy jen ve vztahu k na-
hodnému pokusu.

Jesté nazornéjsi priklad muze byt tento: Na stromé jsou jablka a my vime, Ze polovina
z mich je cervivd a polovina ne. Zcela legitimné tedy muzeme tict, Zze, pokud si nadhodné
vyberu jedno jablko, je pravdépodobnost toho, Zze v ném bude cerv, 0.5. Pokud jsme vSak
jiz jablko utrhli, nelze tvrdit, ze v tomto konkrétnim jablku je cerv s néjakou pravdépo-
dobnosti. On tam bud objektivné je nebo neni, a zddnd nahoda tuto realitu nedokaze
zmenit.

S populdrnim pojetim pravdépodobnosti souvisi také jeji formalni zépis. Casto se se-
tkdme s vyjadrenim pravdépodobnosti v procentech. Na tomto zptisobu neni nic Spatného
— v nékterych pripadech to muze byt ndzornéjsi. Znacka % v podstaté znamend ,,- 0.01%
Mame-li tedy dosadit do néjakého vzorce pravdépodobnost, kterou mame zadanou v pro-

centech, tak nebudeme psat tfeba 50 (ve smyslu 50 %), ale napiseme 0.5 (tedy 50 - 0.01).

2.2.1 Klasicka pravdépodobnost

Pravdépodobnost predstavovala v matematice historicky problematickou oblast, ktera tra-
pila Tadu mysliteli. Moderni definice pravdépodobnosti a jeji vyuziti je dilem minulého
stoleti. Velmi staré pojeti pravdépodobnosti, které méa dodnes své vyuziti, a¢ jen v omeze-
ném mnozstvi pripadi, se nazyva klasicka pravdépodobnost. Klasickou pravdépodobnost
muzeme vyuzit tam, kde nahodny pokus vede ke kone¢nému mnozstvi vysledki, z nichz
vSechny jsou stejné mozné. Tedy pro n-prvkovou mnozinu €2 by muselo platit:
1

P(wy) = P(ws) = ... = P(w,) = .
Jelikoz pak pravdépodobnost libovolného jevu A lze vyjadrit jako soucet pravdépodob-
nosti elementarnich jevii, které obsahuje, mizeme tvrdit, ze

P(A) =

m
n )
kde m znac¢i pocet prvki mnoziny A.

Ucebnicovymi priklady, kde se s klasickou pravdépodobnosti mizeme setkat, je uz
zminovana hraci kostka nebo nejriznéjsi loterie, coz vsak ve vyzkumu casto neuplatnime.
Klasickou pravdépodobnost nicméné pouzijeme i v situacich, kde néjaka skupina prvka
muze nabyvat riznych usporadani s tim, ze tato usporadani jsou stejné pravdépodobna.
To jsou situace, s nimiz pracujeme v nejruznéjsich kombinatorickych tlohach a které jiz

maji presah do pro vyzkumnika zajimavéjsich oblasti.
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2.2.2 Geometrickd pravdépodobnost

Klasicka pravdépodobnost ma sva omezeni. Naptiklad tehdy, kdyz vSechny elementarni
jevy sice nastavaji se stejnou pravdépodobnosti, ale je jich nekonec¢né mnoho, bychom
s klasickym pojetim pravdépodobnosti nepochodili. Zamysleme se tfeba nad timto prob-
lémem:

Na privdte ziji dva kamarddi. Oba vstdvaji kazdé rano v libovolny cas mezi 7:00 a 8:00
bez néjakého radu, nezdvisle na sobé. Hned po probuzeni jde jeden z kamardadiu do koupelny,
kde stravi presné 15 minut. Jakd je pravdépodobnost, Ze druhy z kamaradi najde koupelnu
obsazenou?

Fanousek klasické pravdépodobnosti by mohl podotknout, Ze prvni i druhy kamarad
maji 60 moznosti, kdy vstat (jelikoz od 7:00 do 7:59 je 60 minut), a tedy existuje 60-60 =
3600 = n stejné pravdépodobnych scénait, jak rdno probéhne. Kdyz spocitame ty, kdy
se kamaradi v koupelné setkaji, a vydélime tento pocet (m) ¢islem 3600 (n), dostaneme
vysledek. Toto Teseni je vSak jen hrubym priblizenim ke spravnému tfeseni. Mezi sedmou

a osmou hodinou je nekonecno riznych casi — nikde totiz neni psano, ze ¢as probuzeni

musi byt v celych minutach. Cisla n i m se rovnaji co a vyraz 22 vycislit neumime.

Geometrickd pravdépodobnost pouziva trik, kdy si obé mnoziny, jejichz pocty prvki
srovnavame, predstavime jako geometrické utvary. Misto poc¢tti bodu, které tyto tutvary
obsahuji, stanovuje jejich miru. Mirou usecky je délka, mirou obrazce v roviné je ob-
sah, mirou télesa je objem. Pravdépodobnost jevu A pak stanovime jako podil mér obou

mnozin:

Predstavme si nasi tlohu jako dvouroz-
mérny graf, kde na osu x mezi ¢isla 0 a 60 Obréazek 1: Grafické feSeni tlohy o setkani

vynasime c¢as probuzeni prvniho kamarada

®

o

o
1

a na osu y cas probuzeni druhého. Mnozina
Q) tedy ma tvar Ctverce a jeji mira odpo-

vida obsahu tohoto ¢tverce. VSechny dvojice 7:459

hodnot (x,y) z této mnoziny, pro které plati
r <yNy—x < 15, predstavuji situace, kdy 7:307
se prvni kamarad probudil diiv nez druhy,
avsak ne dfiv nez o 15 minut. Naopak body, 7:15-
pro které plati y < x Nz —y < 15, zname-

Cas probuzeni druhého kamarada

naji, ze smilu mél prvni z kamaradu, kdyz

7:00 -
nasel koupelnu obsazenou. Mnozina A je 7:00 715 750 745 8:00

pak sjednoceni obou takto vznikljch mno- Cas probuzeni prvniho kamarada
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zint A = {(z,y) € Q: (y >Ny <z+15)U(y < zNy > x — 15)}. (Pro vetst

prehlednost jsme ve vsech diléich nerovnostech prevedli y na levou stranu.) Jak znézor-

nuje obrazek 1, mnozina A tvori jakysi sestitthelnik uvnitt mnoziny 2. Policka na pozadi

grafu ndm pomohou zjistit podil obsahti obou utvari: vysrafovanych je 7 policek z 16,
7

tedy P(A) = 5 ~ 44 %. Ke kolizi v koupelné dojde v priméru o néco méné nez kazdy

druhy den.
Pomoci geometrické pravdépodobnosti v tomto kurzu problémy resit nebudeme. Po-
selstvi je ale to, ze pravdépodobnost si mizeme casto predstavit jako plochu, k ¢emuz se

budeme uchylovat ve vétsiné statistickych postupti.

2.3 Nahodna veli¢ina

V predchozich kapitolach jsme si pripomnéli nékteré zakladni pojmy z matematiky a
ziskali jsme alespon v obrysech povédomi o tom, co je ndhodny jev a jeho pravdépo-
dobnost. Na prikladu klasické a geometrické pravdépodobnosti jsme si ukézali, jak lze
s touto vlastnosti ndhodnych jevii pracovat. Ve skutecnosti to, co jsme se naucili, byl
jen uvod a velké zjednoduseni — Tekli bychom nékolik specidlnich pripadi, které mély za
ukol uvést ¢tenare do svéta statistiky. Pokud tvodni kapitoly sviij tcel splnily, mtzeme
prejit na dalsi iroven. Naucime se popisovat realitu pomoci nahodnych veli¢in. Nahodné
veli¢iny spolu se svymi distribu¢nimi funkcemi predstavuji tstredni bod tohoto kurzu.
Pokud jim ¢tenar porozumi, snadno pak nalezne smysl tam, kde obvykle studenti vidi jen
zmét nesrozumitelnych vzorcl a poucek.

Vratme se zpét k mnoziné vsech elementarnich jevii, které mohou nastat pti realizaci
ndhodného pokusu (€2). Co jsou vlastné jednotlivé prvky této mnoziny? Pokud vas na-
padlo, Ze to jsou cisla, nenechejte se zmylit matematickym ténem tohoto textu. Pokud
je nasim nahodnym pokusem tifeba dopravné-psychologické vySetieni vybodovaného fti-
dice, kterému administrujeme Bourdontiv test pozornosti, tak elementarnim jevem miize
byt tieba , Igor Vozac, ktery md opravdu spatny den. Potrebuje ziskat zpét svij ridicsky
prukaz, pritom rdno pred vysetrenim zaspal a vzal si ve spéchu kaZdou botu jinou. Levd
ho tlaci. 'V 9:15 zacal s testovdnim, moc mu to s dotykovym displayem neslo. Ted sedi
rozcuchany pred osahanym monitorem a okusuje si nehty...“ Zkratka kousek pestré a
tézko popsatelné reality. Z toho plyne mimo jiné to, ze mnozina {2 obsahuje tolik prvkii,
kolik scénart muze pfi daném nadhodném pokusu nastat — tedy nekone¢né mnoho. (Ano,
v minulé kapitole jsme se dopustili zjednoduseni, kdyz jsme tvrdili, Ze hod kostkou vede
jen k Sesti moznym vysledkim.)

Takhle velkorysé pojeti mnoziny elementarnich jevi nas privadi ke dvéma problémutm.

Prvni je praktického razeni: tak komplexni a kvétnaté prvky mnoziny je obtizné zpracovat,

Vv,
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dépodobnost, ze nahodny pokus probéhne presné takto? Jestlize existuje nespocet vice
méné stejné pravdépodobnych scénaita, dojdeme k tomu, ze pravdépodobnost libovolného
z nich je nekonec¢né blizko nule. Pii feseni obou téchto problémii nam pomiuze nahodné
veli¢ina.

Nahodna veli¢ina je matematicka funkce. Vzpomenme si, ze funkce pripisuje kaz-
dému prvku jedné mnoziny néjaky prvek druhé mnoziny. Taky uz vime, ze tyto mnoziny
mohou mit nekoneéné mnozstvi prvki, tak jako nase €2. Ndhodna veli¢ina je praveé timto
spojenim mezi skutecnosti a svétem cisel. Jeji definiéni obor je €2 a obor hodnot néjaka
podmnozina R. Pripisuje tedy kazdému myslitelnému vysledku ndhodného pokusu ({w})
néjaké c¢islo. V prikladu s Igorem to je treba ¢islo 16 a ndhodné veli¢ina by se jmenovala
treba pocet bodu ziskaniych v Bourdonové testu.

Pro kazdou mnozinu vysledkia nahodného pokusu muzeme definovat libovolné mnoz-
stvi ndhodnych veli¢in. Tteba misto nahodné veli¢iny pocet bodu, kterd méla v nasem
pripadé hodnotu 16, by to mohla byt ndhodnd veli¢ina byl vykon dost dobry, aby byl

klient shleddan zpusobilym?, ktera ma obor hodnot jen {0, 1}, reprezentujici ,ne“ a ,ano*.

Cisla, kterd nahodn4 veli¢ina piipisuje jednotlivym jeviim, mohou byt zvolena veelku
libovolné. V nékterych pripadech se feseni nabizi samo — treba funkéni hodnota nahodné
veli¢iny, kterou pojmenujeme vdha, bude nejspis odpovidat hmotnosti jedince v kilogra-
mech (nebo tieba v librach, pokud chcete). Spociva-li vSak nas ndhodny pokus v tom, ze
se kolemjdoucich na ndmésti budeme ptat, kterou prichut zmrzliny maji nejradéji, a jejich
odpovédi tedy budou kvalitativni, mizeme odpovedi jahodovd pritadit tieba c¢islo 1, ac¢

Za zminku stoji jedna zajimava vlastnost ndhodnych velicin, ktera se ted muze zdat
banélni, ale casem se ukaze jako klicova. Pokud s ndhodnou veli¢cinou provedeme
jakoukoli matematickou operaci, vysledkem je opét nahodna velicina. Trieba
kdyz vezmeme ndhodnou veli¢inu vék, ktera vyjadiuje stari pokusné osoby v letech, a vy-
nasobime ji ¢islem 12, ziskame tim opét ndhodnou veli¢inu. V tomto pripadé navic veelku
smysluplnou — mohli bychom ji pojmenovat vek v mésicich. Ba co vic, kdyz vezmeme vice
ndhodnych veli¢in a provedeme s nimi néjakou matematickou operaci (naptiklad spoci-
tame jejich rozdil), ziskdme opét ndhodnou veli¢inu. A tfeba pro ndhodné veli¢iny vyska
(v metrech) a vdha (v kilogramech) mizeme definovat opét nahodnou veli¢inu, které bu-

deme fikat BMI, jako —viha,

vyska? *

Pomoci ndhodné veli¢iny se nam podarilo prekonat jakousi propast mezi ¢isly a rea-
litou. Druhy zminovany problém méa vsak ponékud tuzsi kotfinek a zustava vyreSen jen
z poloviny. Mnozina 2 mé nespocet prvki, coz nam brani v tom, abychom jim ptipisovali
nenulové pravdépodobnosti. Ndhodna veli¢ina muze tento problém piimocare vytesit jen

v nékterych pripadech. Naptiklad kdyz se budeme lidi dotazovat, jestli by svou barvu oci
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popsali spis jako modrou/svétlou, nebo hnédou/tmavou, tak prestoze zadné dvé realizace
naseho pokusu nebudou stejné, dobte nadefinovana ndhodnéa velicina kazdé z nich rozda
jedno ze dvou c¢isel — tfeba jednicku za modré a dvojku za hnédé oc¢i. Kazda z variant ma
pak néjakou presné danou nenulovou pravdépodobnost (a¢ je ndm treba neznama).

Co kdybychom ale tfeba mérili ¢as jedince potiebny ke splnéni néjakého tkolu? Kolik
riznych castt vyjadienych c¢islem by mél obor hodnot dané ndhodné velic¢iny obsaho-
vat? Zjevné nekonecno. Ba co vic, mezi kazdymi dvéma casy je opét nekonecno dalsich
cast. Mezi 5 a 6 sekundami existuje naptiklad 5.52 a 5.53 sekund. Mezi témito dvéma
je opét dalsi nekonecno cisel, treba 5.527 a 5.528. Takhle bychom mohli pokracovat do
nekonecna. Pfestoze jsme pouzili ndhodnou veli¢inu, problém s nulovymi pravdépodob-
nostmi jsme nevyrtesili. Pravdépodobnost, Ze jedinec splni tkol presné za 5 vtefin (tedy

5.00000000000 . . .), je rovna nule, stejné jako je nulovd pravdépodobnost vSech ostatnich

¢ast.2 Resenim je definovani rozdéleni pravdépodobnosti a zavedeni distribuéni funkce.

2.4 Rozdéleni pravdépodobnosti a distribuc¢ni funkce

Se zavedenim ndhodné veli¢iny bychom méli prehodnotit funkei, kterou jsme nazvali prav-
dépodobnost. Vzpomenme si, ze pravdépodobnost prisuzovala libovolnému jevu néjakou
hodnotu mezi nulou a jednickou. Muzeme tedy tieba prohlasit, ze P({(J,(J,}) = 0.5.
Néhodnéa veli¢ina nam nicméné umoznila nahodné jevy prevést na ¢isla, tedy z mnoziny
{J,63,3} se stala mnozina {1,2,3}. Zavedme proto funkci jménem rozdéleni pravdeé-
podobnosti, ktera se bude chovat presné stejné jako nam jiz znama pravdépodobnost,
jen s tim rozdilem, Ze jeji defini¢ni obor tvori mnoziny ¢isel, nikoli mnoziny elementarnich
jevl. Budeme ji znacit stejné jako pravdépodobnost pismenem P, ale tentokrat pripiseme
do spodniho indexu nazev prislusné ndhodné velic¢iny, napriklad Px. Mohli bychom tedy
tvrdit, ze Px({1,2,3}) = 0.5.

Rozdil mezi pravdépodobnosti a rozdélenim pravdépodobnosti je na prvni pohled kos-
meticky. Ve skutecnosti ma tento krok dalekosahlé disledky.

Predstavte si, ze se vénujete tieba pupilometrii a zkoumate, o kolik nanometrti se roz-
Sit1 zornicky c¢loveku, kterému promitnete obrazek atraktivniho jedince opa¢ného pohlavi.
Néhodna veli¢ina se tedy jmenuje rozsireni zornicek (zase ji ale fikejme X'). Pokud bychom
se tazali, jakd je pravdépodobnost, Ze to bude presné 300 nanometri, tedy Px({300}),

odpovéd bude samoziejmé 0. (Pokud nevite proé¢, prectete si znovu posledni odstavec

2Ve skutecnosti tou vlastnosti, kterd ndm brani piidélovat nenulové pravdépodobnosti, neni to, Ze
nadhodna veli¢ina mé nekonecné rozsahly obor hodnot, ale pravé to, ze mezi kazdymi dvéma hodnotami
existuje nekonecno dalsich hodnot. Existuji totiz i takové nahodné velic¢iny, které nabyvaji nekonec¢na
ruznych hodnot, ale kazdou z nich mizeme presné vycislit — tfeba ndhodné veli¢ina, ktera vycisluje,
kolikrét jsme museli hodit minci, neZ padla panna. Vysledkem muze byt libovolné kladné celé ¢islo (a téch
je nekonecno), a pfitom bychom mohli kazdé hodnoté pfisoudit nenulovou pravdépodobnost P(X = k) =
0.5*. Tedy to, ze panna padne v prvnim hodu, ma pravdépodobnost %, v druhém i atd.
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predchozi kapitoly.) My se nicméné nemusime uchylovat jen k jednoprvkovym mnozindm,
jako je {300}, ale mizeme se ptat na mnohem objemnéj$i mnoziny: na intervaly. Naptiklad
jaka je pravdépodobnost, ze mira rozsiteni zorni¢ek bude nékde mezi ¢isly 200 a 300 nm,
tedy Px([200,300])? Zde se jiz vysledek nule rovnat nebude. Toto je kli¢ova vyhoda roz-
déleni pravdépodobnosti — jevy ze skuteéného svéta do intervali usporadat nemuzeme,
¢isla vsak ano.

Za uzitecné se ukazuje volit takové intervaly, které zacinaji v minus nekonecénu —
tfeba PX((—oo, 100]). Tento vyraz rika, jaka je pravdépodobnost, ze se zornicka rozsiri
o méné nebo rovno nez 100 nanometrii. Cislo 100 je vybrané namatkou, mizeme jej obecné

nahradit hodnotou z. Ziskame tak vyraz Py ((—oo, x]), do kterého muzeme misto x vlozit

libovolné redlné ¢islo. Vyraz Px ((—oo, :13]) budeme od ted zkrécené zapisovat jako Fx(z)

a nazyvat distribuc¢ni funkce. Jak nazev napovidd, jde o funkci. Jejim argumentem je
libovolné redlné ¢islo x a funkéni hodnotou ¢islo mezi 0 a 1. Distribu¢ni funkce Fx(z)
tedy rika, jaka je pravdépodobnost, Ze se nahodna veli¢ina X bude realizovat
s hodnotou mensi nebo rovnou libovolné zvolenému realnému ¢islu x. Argument
x muze nabyvat skute¢né libovolné hodnoty, a¢ se nékdy vznikla otazka pri¢i zdravému
rozumu: naptiklad ,Jakd je pravdépodobnost, Ze se jedinci rozsiri zornicky o méné neZ
100 000 pm (tedy 10 e¢m)?“ (odpovéd je zjevné 100 % — tedy jistota), nebo ,Jakd je
pravdépodobnost, Ze se zornicky rozsiri o méné nez —10 000 um?“ (odpovéd je 0 %).

Kazda nahodna veli¢dina ma svou distribu¢ni funkci. Jak mtze vypadat jeji graf, si
dokéazeme ramcové predstavit. Obrazek 2 zachycuje distribu¢ni funkci nahodné velic¢iny
vyska clovéka. 7 logiky véci nemuze byt distribucni funkce klesajici — je vzdy rostouci,
pripadné muze obsahovat intervaly, kde je konstantni. Hodnota distribuc¢ni funkce se smé-
rem k zapornym hodnotdm argumentu priblizuje (¢i rovnd) nule, smérem ke kladnym
hodnotam se priblizuje (¢i rovnd) jednicce.

Obréazek 3 zobrazuje distribuc¢ni funkei ndhodné veli¢iny pocet sourozenci. Na prvni
pohled je tato distribu¢ni funkce odlisna. Misto hladkého kopce je tvorena ,schodky®. Je
to tim, ze pocet sourozencu lze smysluplné vyjadrit pouze nezdpornym celym c¢islem. Tedy
napriklad jev, kdy ma nékdo presné jednoho sourozence, ma néjakou nenulovou pravdeé-
podobnost (na jedni¢ce funkece nardz o kus poskoci), zatimco hodnoty, které nelze vyjadrit
nezapornym celym ¢islem, maji pravdépodobnost 0 (nikdo nemize mit tieba 1.4 nebo —2
sourozence). Distribu¢ni funkce tedy v tomto bodé neroste a je konstantni.

Tyto dva priklady odrazeji dva typy distribuc¢nich funkci. Ty, které maji hladky pri-
béh bez skoki, se nazyvaji spojité. Ty, jejichz graf vypada jako schodisté, nazyvame
diskrétni. Kazdé z téchto skupin nahodnych veli¢in vyhradime zvlastni kapitolu. Jesté

pred tim se ale seznamime s ¢iselnymi charakteristikami nahodnych velicin.
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Obrézek 2: Distribucéni funkce spojité nahodné velic¢iny télesnd viska
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Obrazek 3: Distribu¢ni funkce diskrétni nahodné veliciny pocet sourozenci
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Obrézek 4: Schematické znadzornéni vybranych funkei a mnozin
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2.5 Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in

Zname-li distribuc¢ni funkci néjaké nahodné veli¢iny, mame o ni veskeré informace. V né-
kterych pripadech muze byt vyhodné tuto hojnost informaci zredukovat jen na dil¢i udaj,
ktery nam poskytne hrubou predstavu o chovani nahodné veli¢iny. Typicky nas zajimaji

dvé ciselné charakteristiky: stfedni hodnota a rozptyl.

2.5.1 Stredni hodnota

Stredni hodnota tika, kolem jakého ¢isla se ndhodna veli¢ina realizuje. Formélné budeme
stfedni hodnotu veli¢iny X zapisovat jako E(X). Nejlépe si ji predstavime jako odpoved
na otazku: ,Jakou hodnotu md v pruméru realizace ndahodné veliciny X ?“ V pripadé
diskrétnich nahodnych veli¢in bychom stfedni hodnotu dokézali pomérné primocare spoci-
tat — stacilo by vSechny jeji funkéni hodnoty vynasobit pravdépodobnostmi, ze nastanou, a
ziskané vysledky poscitat. Treba nahodna velicina pohlavi, ktera pridéluje muztim hodnotu
1 a zenam 2, pricemz kazda z téchto alternativ ma padesatiprocentni pravdépodobnost
vyskytu, by méla stredni hodnotu 1-0.5 4+ 2-0.5 = 1.5. U spojitych ndhodnych veli¢in
bychom pro vypocet stredni hodnoty potiebovali ovladat integralni pocet, coz prekracuje
rozsah tohoto kurzu. Na jejim vyznamu to vSak nic neméni — napriklad stredni hodnota
veli¢iny télesna vyska v centimetrech by mohla byt tieba 172, coz by opét odpovidalo
prumérné vysce clovéka.

Zajimavé je pro nas to, co se se stfedni hodnotou stane, pokud budeme nahodnou
veli¢inu néjak transformovat. Pamatujme si, Ze pro libovolnd realna cisla a, b a ndhodnou

veli¢inu X plati vztahy
E(X +a) = E(X) +a, E(bX) =bE(X), E(a+b0X)=a+bE(X).

Taky vime, ze ndhodné veli¢iny mtizeme riizné kombinovat mezi sebou. Pro stfedni hod-

noty nahodnych velicin X a Y plati vztah
E(X+Y)=E(X)+E(), respektive E(aX +0bY)=aE(X)+0bE(Y).

Stredni hodnota miize teoreticky nabyvat libovolné hodnoty z redlnych ¢isel.

2.5.2 Rozptyl

Kromé otazky, kolem jakého ¢isla se nase ndhodna veli¢ina koncentruje, nas zajima, zda
se jeji realizace pohybuji tésné kolem této hodnoty, nebo jestli jsou zeSiroka rozprostieny
po velkém tseku ¢iselné osy. Tuto vlastnost vyjadiuje rozptyl (téz variance) ndhodné

veli¢iny, ktery budeme znacit VAR(X). Vysoky rozptyl odrézi velmi rozmanité hodnoty
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nahodné veli¢iny, nizky rozptyl naopak malou rozmanitost. Je tedy zrejmé, ze napiiklad
nahodna veli¢ina vise platu ma daleko vyssi rozptyl nez velic¢ina pocet dni dovolené rocné,
jelikoz prvni uvedena saha od nuly vysoko nad stovky tisici, zatimco druha se pohybuje
v rozmezi nékolika desitek.

Uzitecné je také znat, co se déje s rozptylem nahodné veli¢iny, kterou néjakym zpiso-

bem transformujeme. Pro nahodnou veli¢inu X a libovolna redlna ¢isla a a b plati:
VAR(X +a) = VAR(X), VAR(bX) =b*VAR(X), VAR(a+bX)="b*>VAR(X).

Rozptyl se tedy nijak neméni, pokud k nahodné veli¢iné pripoc¢teme néjakou konstantu,
coz veelku dava smysl — rozmanitost hodnot zistava stejnd bez ohledu na to, kam je
na c¢iselné ose posuneme. Naopak vynasobime-li ndhodnou veli¢inu néjakou hodnotou,
rozptyl se zméni drasticky. Tedy pokud jsme néco mérili v metrech a rozhodneme se
vysledky pievést na centimetry (Y = 100X), pak rozptyl stoupne desetitisickrat (100?).
Rozptyl nemiize byt nikdy zaporny.

V radé vypocta vystupuje rozptyl pod odmocninou. Abychom si usetrili praci, budeme

odmocninu z rozptylu oznacovat pojmem smérodatna odchylka.

2.5.3 Kovariance, zavislost a nezavislost nahodnych velic¢in

Kdyz jsme hovorili o definovani nahodnych veli¢in pro néjakou mnozinu vysledk ndhod-
ného pokusu, zminili jsme, Ze pro jednu mnozinu €2 mtzeme definovat libovolné mnozstvi
nahodnych veli¢in. Mohlo by nés zajimat, v jakém vztahu tyto nahodné veli¢iny viici sobé
jsou. Toto nam pomiize objasnit kovariance. Rozptyl nahodné veli¢iny vypovidal o tom,
jak moc ndhodna veli¢ina kolisa. Kovariance udava, kolik rozptylu spolu dvé ndhodné ve-
liciny sdileji, tedy (mozna ponékud srozumitelnéji) do jaké miry se kolisani jedné nahodné
veli¢iny odrazi v kolisani druhé nahodné veli¢iny. Kovarianci nahodnych veli¢in X a Y
znac¢ime COV (X, Y) a plati pro ni tyto vztahy:
COV(a+ X,b+Y)=COV(X,Y), COV(cX,dY) =cdCOV(X,Y),
COV(a+cX,b+dY)=c¢dCOV(X,Y),

COV (X, X) = VAR(X), COV (a,b) =0, COV(X,a) =0.
Pro nahodné veliciny X, Y, U, V a konstanty a, b, ¢, d dale plati

COV(aX + bY, cU + dV) = COV(aX, cU) + COV (aX,dV)
+ COV(bY, cU) + COV(bY,dV).

Kovariance mtze nabyvat libovolnych hodnot. Kladna hodnota kovariance znaci, ze vysoké

hodnoty jedné nahodné veli¢iny vedou ke zvyseni pravdépodobnosti, Ze se i druhd nahodné
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veli¢ina realizuje s vysokou hodnotou. Zaporna kovariance naopak znamend, ze vysoké
hodnoty jedné veli¢iny vedou ke zvysSeni pravdépodobnosti nizkych hodnot druhé nahodné
veli¢iny. Treba inteligence a vyse platu kovariuji kladné, zatimco inteligence a cas potrebngj
k precteni této strany ziejmé zaporné.

Kovarianci pottebujeme také k popsani rozptylu nahodné veli¢iny, ktera vznikla jako
soucet jinych nahodnych veli¢in:

VAR(X +Y) = VAR(X)+ VAR(Y) + 2COV(X,Y).
Pro libovolné dvé konstanty a a b pak plati
VAR (aX +bY) = o> VAR(X) + b> VAR(Y) + 2ab COV (X, Y).

Z tohoto vztahu muzeme odvodit vzorec pro rozptyl rozdilu ndhodnych velic¢in. Jde tedy

vlastné o situaci, kdy a =1a b= —1:
VAR (X —Y) = VAR(X) + VAR(Y) —2COV(X,Y).

Nékdy je uzitecné kovarianci standardizovat tim, ze ji vydélime smérodatnymi odchylkami

obou nahodnych veli¢in. Pak mluvime o korelacnim koeficientu:

. COV(X,Y)
CORWLY) = J/VAR(X)\/VAR(Y)

Korelacéni koeficient nabyva hodnot od —1 do 1 a jeho vyznam probereme podrobné
v kapitole 3.7.

S pojmem kovariance a korelace souvisi jeden dulezity koncept, a tim je nezavislost
nahodnych veli¢in. Pokud jsou dvé ndhodné veli¢iny nezdvislé (tedy hodnota jedné nijak
nesouvisi s hodnotou druhé), pak je kovariance téchto ndhodnych veli¢in nulova. Bohuzel
vztah neplati opacnym smérem — nulova kovariance nam nedava jistotu nezavislosti na-
hodnych veli¢in. U fady rozdéleni pravdépodobnosti (naptiklad normdlni, alternativni, viz
néasledujici kapitoly) tomu tak je, u jinych to ale platit nemusi. Nezavislost nahodnych
veli¢in je specifickym pripadem nezavislosti nahodnych jevii. Uvedli jsme, Ze nahodné jevy
A a B jsou nezavislé, pokud P(AN B) = P(A)P(B). Analogicky ndhodné veli¢iny X a
Y jsou nezavislé, pokud pro libovolné hodnoty = a y plati P(X <zNY <y) = P(X <
z)P(Y < y). Ekvivalentné bychom mohli totéz napsat pomoci sdruzené distribuéni funkce

jako Fxy(x,y) = Fx(z)Fy(y), s tou vsak v tomto textu pracovat nebudeme.

7 vyse uvedeného pak zjevné vyplyva, ze pro dvé nezavislé ndhodné velic¢iny plati
VAR(X +Y) = VAR(X) + VAR(Y).
Pro stfedni hodnotu jejich souc¢inu pak

E(XY) =E(X)E(Y).
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2.5.4 Kvantily nahodné velic¢iny

Distribu¢ni funkce nam dava odpovéd na otazku, jaka je pravdépodobnost, ze prislusna
nédhodna veli¢ina se bude realizovat na intervalu (—oo, z]. Co kdyz nas ale zajima opa¢na
otazka: ,Jakou hodnotu x bychom museli zvolit, aby v ni funkcni hodnota distribucni
funkce dosahovala néjaké ndmi stanovené pravdépodobnosti a?“ Takové hodnoté, znac¢me
ji tfeba x,, rikdme kvantil (pfipadné a-kvantil). Jak mizeme vidét z obrazku 5, z, je

tedy hodnotou, kde distribu¢ni funkce protina hladinu «.

Obrézek 5: Kvantil spojité nahodné veli¢iny
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S touto definici kvantilu uspéjeme u spojitych ndhodnych velic¢in, jejichz distribu¢ni
funkce je rostouci a prochazi vsemi hladinami od 0 po 1. Problém muzZe nicméné nastat
u distribuc¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny. Ta ma svij charakteristicky schodovity
tvar. Co kdyz zvolime takovou hladinu «, ktera prochézi mezi dvéma stupni schodisté, a
distribu¢ni funkci tedy neprotne? Pak je hodnotou z, to misto, kde na distribuc¢ni funkci
dochézi k onomu ,;skoku“. A co kdyz s hladinou « naopak presné néktery schod trefime?
Pak prislusnym kvantilem neni jediné ¢islo, ale cely interval odpovidajici vSem hodnotam

na iksové ose, nad nimiz se ,,schod“ rozprostira. Demonstruje to obrazek 6.
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Obrazek 6: Kvantil diskrétni ndhodné veliciny
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Pokud se budeme ptat tfeba na to, kolik studentit dokon¢i studium s prospéchem 1.5
nebo lepSim (niz$im), ptdme se na hodnotu distribu¢ni funkce F'x(1.5). Naopak pokud se

tazeme, na jaky prospéch dosidhne jen 10 % nejlepsich studenti, hovorime o kvantilu xg ;.

2.6 Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

Typickou diskrétni ndhodnou veli¢inou je pocet néceho (tfeba automobili v rodiné). Dis-
krétni jsou také vsechny kvalitativni charakteristiky, kterym jsme prifadili néjaka cisla
(naptiklad oblibend znacka doutniki).

Na rozdil od spojitych ndhodnych veli¢in nabyvaji diskrétni ndhodné veli¢iny nékterych
hodnot s nenulovou pravdépodobnosti, coz je ponékud priblizuje chapani bézného ¢lovéka.
Tteba se muzeme ptat, jaka je pravdépodobnost, ze byl jedinec presné dvakrat za svij
dosavadni zivot hospitalizovan v psychiatrické lécebné. Funkei, kterd nam dava odpoved
na tuto otdzku, nazyvame pravdépodobnostni funkce?® a oznacujeme ji px (). Obrazek
7 znazornuje distribuc¢ni funkci a pravdépodobnostni funkci veli¢iny pohlavi u studentt
psychologie. Jednic¢kou jsme oznacili muze, nulou Zeny. Pravdépodobnostni funkce pfesné
odpovida vysce jednotlivych schodi distribuc¢ni funkce diskrétni nahodné veli¢iny.

Pokud budeme mit oci oteviené, zjistime, ze Tadu jevil na svété muzeme popsat na-
hodnymi veli¢inami, jejichz distribu¢ni funkce si jsou napadné podobné. Zkusme tireba

uvazovat dvé tuplné odlisné ndhodné veli¢iny. Prvni d& kazdému pracovnimu dnu néjaké

3Ctenafe se mozna v této fazi zmociiuji rozpaky nad tim, pro¢ jsme definovali uz tolik rozmanitych
funkci, které pracuji s pravdépodobnosti, a stile definujeme nové. Nemohli jsme se vyhnout distribu¢nim
funkcim a rozdéleni pravdépodobnosti? V pripadé diskrétnich veli¢in k vice méné dobrému pochopeni
staci znat pravdépodobnostni funkci. Predchozi teoretické iivahy najdou své hlavni vyuziti az u spojitych
nahodnych velic¢in.

26



Obrézek 7: Distribucni funkce a pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny pohlavi u stu-
dentt psychologie

1 o
0.8¢
= 0.6 = 06|
8 0.4 iy 0.4
0.2 0.2} o
L | | L i |
T 0 1 9 T 0 1 )
e e

¢islo podle toho, kolik lidi se ten den pokusilo dovolat do mé kancelare. Vétsinou nikdo
nevola, ale jsou dny, kdy se postésti a najde se hned nékolik telefonistii, kteri néco chtéji.
Druha ndhodna veli¢ina ocisluje kazdého ¢loveka v Olomouci podle toho, kolikrat se mu za
zivot stala nemild udalost, kdyz béhem oblevy kracel po ulici a na hlavu se mu zritil snih
a led ze strechy. Vétsinu lidi tahle neprijemnost nastésti nepotkala, ale existuji i takovi
smolafi, kteri podobnou udalost zazili nékolikrat. Kdyz si nakreslime pravdépodobnostni
funkce obou jevu (viz obrazek 8), uderi nas do oé¢i prekvapiva podobnost.
Jak je mozné, ze dvé ndhodné veli-
¢iny, které nemaji na prvni pohled nic Obrazek 8: Podobnost distribu¢nich funkei

spole¢ného, maji tak podobnou distri- W dvou riznych nahodnych veli¢in

bu¢ni funkei (respektive hodnoty prav- 14 —
ol ,

084 4

dépodobnostni funkce)? Pokud si v mé-
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leni jejich distribuci najdeme konicek os] T °

L WKhoPh &
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(coz prosim nedélejte, mohlo by se jed- ::
nat o dusevni poruchu), budeme znovu o024
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a znovu narazet na nékolik tvaru, které

, 7 v o v v Ve v oee s 0 1 7 ; 7 3 4 5
ma nahoda zfejmeé o néco radéji nez jiné. —— —

Pri¢inou vsak neni zadna tajemna sila,

kterd by ovladala nahodné jevy. Vysvétlenim je to, ze kazda udalost méa své pric¢iny a exis-
tuje nékolik pomérné castych mechanismi, jakymi mohou byt tyto pri¢iny provazané mezi
sebou. Statistici a jejich predchiidci si téchto ¢astych rozdéleni pravdépodobnosti vsimli
jiz davno a dali jim rtzna jména. Vybrané rodiny rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni

nahodné veli¢iny probereme podrobnéji.
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2.6.1 Alternativni rozdéleni

Alternativni rozdéleni méa kazda nahodné veliCina, kterda mize nabyvat pouze dvou hod-
not, 0 a 1. (Pokud jsme ndhodnou veli¢inu, kterd mé jen dvé mozné hodnoty, nadefinovali
tak, ze tyto hodnoty nejsou 0 a 1, ale tfeba 1 a 2, mizeme ji snadno do nulajednic¢kového
formatu transformovat.) Alternativni rozdéleni ma tfeba ndhodnd veli¢ina pohlavi pro-
banda, odpovédi na vsechny otazky typu ano-ne nebo pritomnost a neptritomnost urcité
vlastnosti.

Pravdépodobnostni funkce ndhodné velic¢iny s alternativnim rozdélenim bude tedy
vzdy vypadat jako dva hroty; jeden umistény na nule a druhy na jednicce. Velikost téchto
hroti muze byt samoziejmé rizna, podminkou je pochopitelné pouze to, aby soucet obou
hodnot byl roven jedné. To, ktery hrot bude jak velky, vyjadiuje parametr p. Tento para-
metr miize nabyvat jakékoli hodnoty mezi nulou a jednickou a odpovida pravdépodobnosti,
ze se nahodna veli¢ina realizuje s hodnotou 1. Pravdépodobnost nuly je pochopitelné 1—p.

Tvrzeni, ze nahodna velicina X ma alternativni rozdéleni s parametrem p, zapiSeme
pomoci matematickych symboli jako X ~ Alt(p). Pokud je tedy ndhodnym pokusem
tteba hod férovou minci a velicina X vyjadiuje, jestli padla panna, napsali bychom
X ~ Alt(0.5). Ndhodné veli¢ina s alternativnim rozdélenim ma stfedni hodnotu rov-
nou hodnoté parametru p a rozptyl roven hodnoté p(1 — p). Zminovana nahodnd veli¢ina
proto bude mit stfedni hodnotu E(X) = 0.5 a rozptyl VAR(X) = 0.25. Distribu¢ni funkci

a pravdépodobnostni funkei ndhodné velic¢iny s rozdélenim Alt(0.2) zndzornuje obrazek 7.

2.6.2 Binomické rozdéleni

Binomické rozdéleni ma kazdéd nahodna veli¢ina, kterd vznikla jako soucet n nezavislych
nahodnych veli¢in, z nichz kazda ma alternativni rozdéleni se stejnou hodnotou parametru
p. Rozdéleni pravdépodobnosti z rodiny binomickych rozdéleni se od sebe mohou lisit jed-
nak poc¢tem opakovani n a jednak tim, jakou hodnotu parametru p prislusna alternativni
rozdéleni méla. Cisla n a p jsou proto parametry binomického rozdéleni. Ma-li veli¢ina X
binomické rozdéleni, zapisujeme to jako X ~ Bi(n,p).

Zméme-li hodnoty obou parametrii, mtizeme snadno ziskat hodnotu pravdépodobnost-

ni funkce. Slouzi k tomu nasledujici vztah:
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Obrazek 9: Pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in s rozdélenimi Bi(6,0.5) a
Bi(5, 0.9)
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prok =0,1,...,n. V ptipadé jinych hodnot k£ méa pravdépodobnostni funkce pochopitelné
nulovou hodnotu.? Grafy pravdépodobnostnich funkei dvou ndhodnych veli¢in s binomic-
kym rozdélenim zachycuje obrazek 9. Z obrazku je patrna taky dalsi vlastnost binomického
rozdéleni — pokud je hodnota parametru p rovna 0.5, pak je graf pravdépodobnostni funkce
symetricky kolem ¢isla n/2 (tedy kolem stredni hodnoty).

Pokud napiiklad provadime vyzkum na détech ve Skolce a vime, Ze v praméru 70 %
rodict byva ochotno dat souhlas k zarazeni svého ditéte do vyzkumu, tak muzeme fict,
ze veli¢ina, kterd vycisluje, kolik z deseti oslovenych déti skuteéné do vyzkumu zaradime,

mé rozdéleni Bi(10,0.7). Snadno pak vycislime pravdépodobnost toho, Ze ziskdme presné

8 déti: (180) 0.7 (1 —0.7)1978 = 23.3 %. Pravdépodobnost, Ze jich ziskame vSech 10, je
(15) - 0.7 (1= 0.7)10710 = 0.710 = 2.82 % atd.

Pro stfedni hodnotu ndhodné velic¢iny s binomickym rozdélenim plati E(X) = np a
pro rozptyl VAR(X) = np(1 — p).

2.6.3 Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni se nékdy oznacuje jako rozdéleni vzacnych jevi a mizeme jej povazo-
vat za krajni pripad binomického rozdéleni. Predstavme si, ze mame veli¢inu s binomickym
rozdélenim, kterd se sklada z velkého mnozstvi pokust (n se tedy blizi nekonecnu), které
maji velmi malou pravdépodobnost (p se blizi nule). Pfitom vSak plati, ze np = A. Prave

toto ¢islo A (lambda) je jedingym parametrem Poissonova rozdéleni Po(\).

4S touto vlastnosti souvisi i to, Ze jsme argument pravdépodobnostni funkce zacali oznacovat k misto
z. Je to zvykem i u dalsich diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti a zfejmeé tato zména slouzi jen k tomu,
abychom zduraznili fakt, Ze za argument nema smysl dosazovat jiné hodnoty nez cela cisla.
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Obréazek 10: Pravdépodobnostni funkce ndhodné velic¢iny s rozdélenim Po(1.5)
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Klasickym prikladem nahodné velic¢iny s timto rozdélenim je pocet zakaznikti v ob-
chodeé (lidi, ktefi by mohli chtit jit nakoupit, je obrovské mnozstvi, ale pravdépodobnost,
ze to daného jedince napadne zrovna ted, se blizi nule) nebo pocet hvézd, které uvidime
v hvézdarském dalekohledu, kdyz se jim podivame na nebe (viditelnych hvézd je nepodi-
tané, ale pravdépodobnost pro kazdou z nich, ze bude zrovna v tomto tiseku oblohy, je
zanedbatelnd).

Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina s Poissonovym rozdélenim nabyva hodnoty k,
je rovna
PUBIEN

px (k) = ye

pro libovolné nezéporné celé ¢islo k. V ostatnich pripadech je px (k) = 0. Nahodna veli¢ina,
s Poissonovym rozdélenim ma stfedni hodnotu i rozptyl roven parametru A. Obrazek 10

znazornuje pravdépodobnostni funkei nahodné veli¢iny X ~ Po(1.5).

2.6.4 Dalsi diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

Tato tii uvedena rozdéleni pravdépodobnosti nejsou samoziejmé jedind, na ktera muzeme
narazit. Byla vybrana, protoze se s nimi budeme setkavat v tomto kurzu a navazujicich
kurzech castéji nez s jinymi. Zajemcim nicméné muzeme doporucit prozkoumani napii-

klad hypergeometrického a geometrického rozdéleni.
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2.7 Spojita rozdéleni pravdépodobnosti

Pro spojita rozdéleni pravdépodobnosti plati vétsina toho, o ¢em jsme hovotili u diskrét-
nich rozdéleni. Opét se budeme bavit o riznych rodinach rozdéleni pravdépodobnosti,
kterd maji sva jména a své parametry. Jednim velkym rozdilem je fakt, Ze pro spo-
jita rozdéleni pravdépodobnosti neméa smysl definovat pravdépodobnostni funkei. Narazili
bychom na jiz zminény problém: , Jakd je pravdeépodobnost, Ze nahodné vybrany jedinec je
vysoky presné 178.000000. .. ¢cm? Nulovd!“

Misto toho zde definujeme takzvanou hustotu pravdépodobnosti. Budeme ji znacit
malym pismenem, abychom ji odligili od distribuéni funkee, tedy napriklad fx(z). Hustota
pravdépodobnosti obvykle nevstupuje do nasich vypocti (zde si budeme muset vystacit
s distribuéni funkci), je vSak nesmirné uzitecnd, kdyz si feSeny problém budeme chtit
predstavit nebo nacrtnout. Hustota pravdépodobnosti totiz vyuziva princip, o kterém
jsme hovorili v kapitole o geometrické pravdépodobnosti: pravdépodobnost si mtizeme
predstavit jako plochu.

Jak hustota pravdépodobnosti vy-
padd? S trochou fantazie muZzeme Fict, Obrazek 11: Vztah distribuc¢ni funkce a hustoty
Ye jeji graf vady vypada jako jakysi ko- Pravdépodobnosti

pec, ktery se rozprostira nad iksovou o+

osou. Smérem k minus i plus nekonec¢nu
se rovnd (nebo blizi) nulové hodnoté 3 HUSTOTA
a plocha tohoto kopce je vzdy rovna %
jednicce (tedy 100 %). Posledni vlast- g

nost se nejhir predstavuje, ale je pro

vvvvvv

bovolné misto na ose z a onen kopec
v ném rozdélime na dva dily, tak plo- 1+
cha toho dilu, co lezi smérem vlevo od

PISTRURUCA
FUNKCE

x, je rovna Fy(x). Ilustruje to obrazek
11. Abychom uspokojili i naroc¢néjsi cte-
nare, jesté zminme, ze hodnota hustoty

pravdépodobnosti v bodé x vlastné rika,

jak moc je distribu¢ni funkce v tomto

\\4

bodé strmd. 025
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Obrazek 12: Tlustrac¢ni obrazek k hustoté nahodné veli¢iny

Na rozdil od distribu¢ni funkce je koncept hustoty pravdépodobnosti pomérné intui-
tivni i bez hlubsiho vzdélani ve statistice. Miizeme si predstavovat, ze kopec hustoty je
tvoren vsemi moznymi realizacemi ndhodné veliciny, které nékdo naskladal na hromadu
tak, aby na jedné strané této hromady byly realizace s nejmensimi hodnotami a na druhé

strané s nejvyssimi. Na piikladu BMI (body mass index) u skoldku to ilustruje obrézek
12.

Kdyz se budeme ptat, jaka je pravdépodobnost, ze dité ma BMI mensi nez tieba 22
(tedy ze se ndhodnd veli¢ina X realizuje s hodnotou mensi nez 22), ptame se vlastné na
to, kolik procent ze vsech moznych déti na obrazku 12 lezi smérem doleva od tohoto cisla.

Jinymi slovy ptame se, jaka je plocha tohoto utvaru:

22

Presnou hodnotu ziskdme po dosazeni do distribu¢ni funkce Fx(22). Grafickd predstava

vvvvvv

se treba tazali, s jakou pravdépodobnosti se X realizuje mezi ¢isly 18 a 22, asi by nas na
prvni pohled nenapadlo, Ze to je Fix(22) — Fx(18). Kdyz si vSak problém prestavime jako

hustotu, stane se toto feseni zfejmym:
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A

Podobné tomu bude v pripadé, kdyz se ptame, s jakou pravdépodobnosti se nahodné

veli¢ina X realizuje mimo interval (18,22):

VNI'Y

Vyjédfeno pomoci distribuéni funkce: P(X < 18U X > 22) =1 — (Fx(22) — Fx(18)).

18

Spojitych rozdéleni, ktera maji své jméno, existuji desitky. Pti statistickych vypoctech
na né budeme narazet mnohem castéji nez na ta diskrétni. V tomto textu se blize sezna-
mime se dvéma, ktera se vyskytuji v prirodé pomérné casto, a s dalsimi ¢tyrmi, ktera maji

specialni vyuziti pri testovani statistickych hypotéz a konstrukeci konfiden¢nich intervali.

2.7.1 Rovnomérné rozdéleni

Néhodnad veli¢ina s rovnomérnym (uniformnim) rozdélenim pravdépodobnosti se realizuje
na intervalu [a,b], kde pismena a a b odpovidaji jeho parametrim a mohou nabyvat
hodnoty libovolnych redlnych ¢isel (a je mensi nez b). Rovnomérné rozdéleni znacime
Ro(a,b) nebo Ul(a,b). Hustota rovnomérného rozdéleni se v rdmci intervalu [a, b] rovna
ﬁ, jinde je nulova. Plocha pod ktivkou tedy tvori obdélnik, proto se toto rozdéleni nazyva
téZ rektangularni.’

Rovnomeérné rozdéleni ma naptiklad rozdil mezi skuteénym ¢asem a ¢asem, ktery uka-
zuji digitalni hodiny, nebo délka cekani na tramvaj, kdyz v nahodny cas prijdete na
zastavku, ke které v pravidelnych intervalech prijizdéji tramvaje. Nechame-li pocitac ge-
nerovat ndhodna ¢isla, tak ta maji zpravidla rozdéleni Ro(0, 1) (v MS Excel k tomu slouzi

piikaz =NAHCISLO()). Nahodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim mé st¥edni hodnotu

E(X) = ‘IT“’ a rozptyl VAR(X) = (bIél)z-

5 2/ v . v s v ’ v vo. . . ’ ’ v ’ v

°Pro tiplnost uvedme, ze pojmem rovnomérné rozdéleni se nékdy oznacuje i diskrétni rozdéleni pravdeé-
podobnosti, kdy se ndhodna veli¢ina miuZe realizovat koneé¢nym poctem hodnot, pficemz vSechny nastavaji
se stejnou pravdépodobnosti.
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Obréazek 13: Hustoty pravdépodobnosti nahodnych veli¢in s rozdélenimi Ro(1, 6) a Ro(2,4)
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2.7.2 Normalni rozdéleni

Mezi vsemi rozdélenimi, o kterych jsme doposud mluvili a o kterych budeme mluvit na
dalsich strankach, mé zcela vyjimecnou pozici normélni (Gaussovo) rozdéleni. Za zminku
stoji, ze jeho nézev neni zvolen zrovna stastné — neexistuje zadné nenormalni rozdéleni,
ac se toto slovni spojeni vyskytuje v diplomovych pracich k nelibosti oponenti pomérné
¢asto. Cim je toto rozdéleni tak vyjime¢né? Piedevsim tim, Ze je v pifrodé i ve spolecnosti
neuveritelné casté. S trochou nadsazky muzeme tict, ze vSechno sméfuje k normalnimu
rozdéleni. Normalni rozdéleni vznika tehdy, kdyz sledovana ndhodna velic¢ina predstavuje
soucet velkého mnozstvi nezavislych ndhodnych veli¢in s podobné velkymi rozptyly. V pri-
rodé to je tfeba vétsina vlastnosti zivych organismii. Af uz inteligence nebo naptiklad
télesnd vyska jsou produktem nespoc¢tu nepatrnych vlivi (jednotlivé geny, podnéty z pro-
stfedi béhem vyvoje, vyziva...), a Fidi se proto normalnim rozdélenim.

2 (,mi* a ,sigma na druhou®). Prvni

Normélni rozdéleni ma dva parametry: p a o
z nich odpovida stredni hodnoté a druhy rozptylu tohoto rozdéleni. Hustota normélniho
rozdéleni ma charakteristicky zvonovity tvar. Ilustruje to obrazek 14. Prubéh hustoty

pravdépodobnosti normalniho rozdéleni popisuje predpis

1 _(e—w)?

fx(x) = e 2

NG

K vypoctu hodnot hustoty, kvantilu ¢i distribu¢ni funkce nicméné obvykle pouzivame
pocitacovy program — prislusné prikazy pro vypocet téchto hodnot v programu MS Excel

2016 muzete najit v tabulce 25 na konci téchto skript. Pokud mé& nadhodnd veli¢ina X
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Obrazek 14: Hustoty pravdépodobnosti ndhodnych velicin s rozdélenimi N(0,0.5%) a
N(1,1?)

fx(x)

normalni rozdéleni, zapiSeme to jako X ~ N(u,0?). Napifklad inteligen¢ni kvocient (IQ)
m4 v populaci rozdéleni N (100, 15%).

Normalni rozdéleni ma dvé pozoruhodné a, jak uvidime déle, uzitecné vlastnosti:

o Pokud sec¢teme vice nahodnych veli¢in s timto rozdélenim, vyslednd nahodné velic¢ina
ma opét normalni rozdéleni.

e Pokud k ndhodné veli¢iné s timto rozdélenim pri¢teme ¢i od ni odecteme libovolné
¢islo, nebo ji né¢jakym nenulovym ¢islem vynasobime ¢i vydélime, vznikla nahodna

veli¢ina ma opét normalni rozdeéleni.

2.7.3 Normované normalni rozdéleni

Normované normalni rozdéleni je specidlnim pripadem normalniho rozdéleni, kdy pu = 0
dépodobnosti, se kterym se v tomto kurzu setkdme. Paradoxné na néj v prirodé ziejmé
nikdy nenarazime.

Jeho vyhodou je, ze jakoukoli veli¢inu, kterd ma obecné normalni rozdéleni, miizeme
transformovat na veli¢inu, kterd ma normované normalni rozdéleni. Z predeslych kapitol
jiz mame dostatek znalosti, abychom tuto transformaci dokazali sami odvodit. Mame-li
veli¢inu X ~ N(u,0?), pak u nf potfebujeme provést dvé zmény. Jednak ji posunout tak,
aby jeji sttedni hodnota byla rovna nule. To udélame jednoduse odec¢tenim konstanty pu.

Pak potfebujeme upravit rozptyl této nahodné veli¢iny. Toho dosdhneme tak, ze ndhodnou
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Obrazek 15: Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny s normovanym normélnim roz-
délenim

fx(x)

veli¢inu podélime odmocninou jejtho rozptylu, tedy hodnotou o (pfipomenme, ze onu
odmocninu z rozptylu oznacujeme pojmem smérodatnd odchylka). Muzeme proto zapsat
X —p

Z = ,
o

kde X ~ N(u,0?) a Z ~ N(0,1). Tato transformace je pro nds velmi dulezité, jeji
uzitecnost docenime zejména pri testovani statistickych hypotéz.

Vztah, kterym je urcena hustota pravdépodobnosti, lze odvodit z hustoty obecného

normalniho rozdéleni:
1 2

fz(z) = Jon o

e 7.
Hodnoty parametri normovaného normalniho rozdéleni jsou pevné nastaveny na Cisla
0 a 1, nejednd se tedy o rodinu rozdéleni, ale existuje jediné svého druhu. To ndm umoz-
nuje hodnoty jeho distribu¢ni funkce a kvantil sepsat do tabulky, coz bylo neocenitelné
zejména v dobach pred masivnim nastupem pocitaci.

Hustota pravdépodobnosti normovaného normalniho rozdéleni je symetrickd kolem
nuly. Toto ma pro nas jeden ptijemny dusledek. Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina,
kterda ma toto rozdéleni, se bude realizovat s hodnotou nizsi nez néjaka zaporna hodnota
—ux, je presné stejnd jako pravdépodobnost, Ze tato nahodna veli¢ina se bude realizovat
s hodnotou vyssi nez kladna hodnota x. Takze napriklad Fiz(—1) = 16 %, a tedy Fz(1) =

84 %. Podobné pro kvantil (v pripadé normovaného normélniho rozdéleni jej budeme
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znacit ®,) plati, ze napriklad ®g g5 = —1.64 a $g95 = 1.64. Obecné tedy
Fz(—l‘) = 1 — Fz(l’),

_q)a = @1,a.
Tato vlastnost ndm znatelné usnadni pocty s timto rozdélenim pravdépodobnosti.

Vratme se zpét k tvaze nad tim, jak normalni rozdéleni vznika. Uvedli jsme, Ze je
to soucet velkého mnozstvi nezavislych ndhodnych veli¢in s podobnymi rozptyly. Tento
princip lze matematicky popsat pomoci takzvanych centralnich limitnich vét (nékdy
se téZ hovorii o centrdlnim limitnim teorému). Demonstrujme jej na prikladu.

Predstavte si, ze kazdé rano jezdite do prace tramvaji. Ta odjizdi kazdé 4 minuty ze
zastavky hned prede dvermi vaseho domu. Vy jste si ale nikdy nedali tu praci naucit se
jizdni tad, takze vyrazite z domu ve zcela nahodily c¢as. Nékdy se tedy stane, ze vam
tramvaj ujede pred nosem a vy musite ¢ekat 4 minuty na dalsi, jindy tramvaj chytnete
ihned a délka vaseho cekani je témér 0. V ostatnich pripadech to je néco mezi témito
dvéma cisly. Nahodné velicina délka cekdni (oznac¢me ji X;) ma rovnomérné rozdéleni
Ro(0,4) a graf jeji hustoty pravdépodobnosti vypadd jako obdélnik rozkladajici se mezi
nulou a ¢tyfkou (viz prvni graf na obrdazku 16). Jak je vidét, pravdépodobnost, ze budete
cekat méné nez jednu minutu, je stejnd, jako Ze budete cekat déle nez 3 minuty, nebo
treba libovolny Cas mezi 1.5 a 2.5 minutami. Také vime, Ze stfedni doba ¢ekani E(X) jsou
2 minuty.

Stejnym zplisobem jezdite i z prace domii. Délku druhého éekani popisme veli¢inou
Xs. Obé veli¢iny maji stejné rozdéleni Ro(0,4) a jsou na sobé nezavislé — to, jak dlouho
budeme ¢ekat rano, nijak neovlivni, jak dlouho budeme ¢ekat odpoledne. Jaké rozdéleni
ma pak nahodna veli¢ina, ktera popisuje, kolik ¢asu jsme urc¢ity den stravili na zastavce,
tedy X7 + X7

I bez hlubsich znalosti vidime, ze soucet X; + X5 nebude nikdy vyssi nez 8 (tzn. za
danych podminek se nic horsiho, nez ze ndm tramvaj ujede réano i odpoledne, nestane)
a nikdy nizsi nez 0 (dvakrat budeme mit stésti a nastoupime hned poté, co vykro¢ime
ze dveri). Taky muzeme Tict, ze stfedni hodnota E(X; + X3) je rovna 4, coz jednak
dava smysl, jelikoz rano i odpoledne ¢ekame v priméru dvé minuty, a taky vime, ze
E(X;+X,) = E(Xy) + E(X,). Prekvapivé vsak mtze byt to, ze ndhodna veli¢ina X; + Xo
nebude mit rovnomérné rozdéleni. Graf hustoty pravdépodobnosti se zméni do podoby
trojuhelniku (viz obrazek 16).

Pravdépodobnost, ze celkova doba ¢ekani bude nékde mezi 4 a 5 minutami, je daleko
vyssi, nez ze to bude ¢islo z intervalu [7, 8] nebo tfeba [0, 1]. S nejvyssi pravdépodobnosti
se doba c¢ekani bude pohybovat nékde kolem 4 minut. Je tomu tak proto, Ze pouze pro

¢tyrku plati, ze bez ohledu na to, jak dlouho ¢ekate rano, vzdy muze byt vase celkova doba
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Obréazek 16: Priklad ptisobeni centrélni limitni véty u ndhodné veli¢iny s Ro(0,4)
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cekani za den rovna 4 minutam. Pro jina ¢isla to vSak neplati: ¢im bude néjaké vybrané
c¢islo lezet dél od c¢tyrky, tim je vétsi Sance, Zze uz po nastupu do ranni tramvaje budete
védét, ze mu dnesni celkova doba ¢ekani nebude odpovidat. Tteba pokud jste rano c¢ekali
presné 3 minuty, tak s jistotou vite, Ze celkova doba ¢ekani nebude mensi nez 3 minuty a
ani nebude vétsi nez 7 minut.

Pri¢téme k nasim dvéma cekanim jesté jedno c¢ekani z rana dalsiho dne, X3. Opét jde
o nezavislou ndhodnou veli¢inu s rozdélenim Ro(0,4). Celkova doba ¢ekani (zapisme ji
tsporné jako Y, X;, kde n oznacuje pocet s¢itanych velic¢in, tedy 3) i ted zméni tvar
své hustoty. Ilustruje to treti graf na obrazku 16. Tento tvar se bude dal ménit s poctem
nédhodnych velic¢in, které secteme. Grafy hustoty celkového cekani za tyden (n = 10) a za
dva tydny (n = 20) jiz budou mnohem vice pripominat kopec nez obdélnik. A celkova
doba, kterou stravime na zastavce za mésic (n = 50), ma rozdéleni témét k nerozeznani
od normalniho. Vidime naprtiklad, Ze s pravdépodobnosti hranicici s jistotou celkova doba
¢ekani za meésic nebude delsi nez 150 minut ani kratsi nez 50 minut, ac¢ teoreticky miize
vyjit libovolné ¢islo mezi nulou a 200.

V uvedeném prikladu maji ndhodné veliciny X rovnomeérné rozdéleni. Ve skutecnosti
by vsak mohlo jit o bezméla jakékoli rozdéleni pravdépodobnosti véetné diskrétnich.
Pro dostate¢né vysoka n se bude rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny > ; X
podobat norméalnimu rozdéleni bez ohledu na ptivodni tvar. Toto normalni rozdéleni bude
mit stfedni hodnotu n - E(X) a rozptyl n - VAR(X) (vzpomenme si, Ze pro nezavislé
nédhodné velic¢iny plati VAR(X; + X5) = VAR(X;) + VAR(X))).

Matematicky presné normalni rozdéleni bychom ziskali tehdy, pokud bychom secetli
nekonecno séitancu (n = 0o0). Tady vsak nardzime na mensi zddrhel: pokud ndhodné ve-

liciny X maji jinou stfedni hodnotu a rozptyl nez 0, pak hodnoty obou parametr souc¢tu

6S vyjimkou nékolika matematiky specialné vyslechténych rozdéleni, kterd maji nekoneény rozptyl, a
proto u nich tento postup nefunguje — viz napiiklad Cauchyova distribuce.
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nekonecné posloupnosti ndhodnych veli¢in budou nekonecné velké. S timto problémem
se snadno vyrovname, jelikoz z libovolného normalniho rozdéleni umime udélat normo-
vané normalni rozdéleni odec¢tenim stredni hodnoty a vydélenim odmocninou z rozptylu.

Oznaéime-li E(X) = p a VAR(X) = 02, pak

( ?:1Xi)_n,u: Xi—

1 n
7 = —
no? \/ﬁ; o

Centralni limitni vétu muzeme shrnout do téchto slov: mame-li nezavislé ndhodné

veli¢iny X;, kde i = 1,2,...,n, se stfedni hodnotou i a koneénym rozptylem o2,

pak pro n jdouci k nekonec¢nu plati vztah

X; —

R S SN

V=
Centralni limitni teorém je divodem, pro¢ jsme v kapitole 2.7.2 tvrdili, ze s trochou
nadsazky vSe smétruje k normalnimu rozdéleni. Mnoho kvantitativnich charakteristik je
souctem velkého mnozstvi malych vlivii. Pokud ty maji podobné velké rozptyly a jsou vice
méné nezavislé, pak mizeme cekat, ze se vyse popsany mechanismus projevi a vtiskne

sledované veliciné podobu blizkou normalnimu rozdéleni.

2.7.4 Rozdéleni y?

Reknéme, Ze jsme pouzili znalosti z pfedeslych odstavei a vytvorili jsme ndhodnou veli¢inu
Z, kterd ma normované normalni rozdéleni. Pokud tuto ndhodnou veli¢cinu umocnime na
druhou, ziskdme ndhodnou veli¢inu Z?, ktera ma rozdéleni x? (¢ti ,,chi kvadrat®). Jednicka
v dolnim indexu oznacuje pocet stupni volnosti, coz je jediny parametr tohoto rozdéleni.

Rozdéleni ¥? je takzvané aditivni. Znamend to, Zze pokud secteme vice nezavislych
ndhodnych veli¢in, které maji toto rozdéleni, vznikld nahodna velicina bude mit také
rozdéleni y? s poc¢tem stupiiil volnosti odpovidajicim souctu stupiiil volnosti s¢itanych
rozdéleni:

X+ Xow = Xovem-

Mame-li tedy k dispozici 4 nezavislé nahodné veli¢iny, pro kazdou z nichz plati, Zze mé
rozdéleni N(0,1), pak soucet jejich druhych mocnin mé rozdéleni y%. Obecné bychom

rekli, ze pro n nezavislych ndhodnych veli¢in Z; ~ N(0, 1) plati vztah

Y Zi~ X
=1
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Obrazek 17: Hustota pravdépodobnosti rozdéleni x?

Jednotlivé grafy hustot se lisf stupni volnosti. Od nejtmavsi po nejsvétlejsi ma y? rozdéleni 1,
2, 3,4, 6 a 9 stupni volnosti.

Rozdélenim y? obvykle nepopisujeme Zadny p¥imo pozorovatelny jev, ale uZivame jej pti
testovani statistickych hypotéz a pri konstrukei konfidenénich intervalii. Grafy hustoty

pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in s rozdélenim x? zndzornuje obrazek 17.

2.7.5 Studentovo t-rozdéleni

Studentovo rozdéleni je opét prikladem rozdéleni, se kterym se v prirodé nesetkame, pro
nejruznéjsi statistické vypocty je vsak mimoradné dilezité. K pripravé ndhodné velic¢iny
se Studentovym rozdélenim potiebujeme dvé ingredience: ndhodnou veli¢inu Z; s nor-
movanym normalnim rozdélenim a na ni nezavislou ndhodnou veli¢inu 37, Z? z piedeslé
podkapitoly, o které vime, Ze mé rozdélen{ x2. Z téchto dvou ndhodnych veli¢in vytvorime
veli¢inu

Zo

T =,
2in %
n

kterd méa Studentovo t-rozdéleni s n stupni volnosti, které odpovidaji stupnim volnosti

T =

pouzité ndhodné veli¢iny s rozdélenim x?. Zapisujeme T ~ t,,.

Graf hustoty pravdépodobnosti Studentova t-rozdéleni pripomina normované norméalni
rozdéleni s tézsimi chvosty. Muzeme proto vyuzit stejnych vlastnosti jako u normovaného
normalniho rozdéleni, o nichz jsme hovorili v kapitole 2.7.3 a jez vyplyvaji z jeho symetrie
kolem nuly. S rostoucim poc¢tem stupnti volnosti si jsou obé rozdéleni podobnéjsi, pii n

jdoucim k nekonecnu se stavaji identickymi.
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Obrazek 18: Hustota pravdépodobnosti Studentova t-rozdéleni

0.44

fx(x)

Jednotlivé grafy hustot se 1isi stupni volnosti. Od nejtmavsi po nejsvétlejsi ma Studentovo t-
rozdéleni
1, 2, 5, 30 a 100 stupni volnosti.

2.7.6 Fisherovo F rozdéleni

Poslednim slozenym rozdélenim, které budeme vyuzivat pii statistickych vypoctech, je
Fisherovo rozdéleni (téz Fisherovo-Snedecorovo nebo jen F rozdéleni). Toto rozdéleni mi-
zeme ziskat pomoci dvou nezavislych ndhodnych velic¢in (budeme je znacit X; a X3), které

majf rozdéleni x? s n; a ny stupni volnosti. Ndhodn4 veli¢ina

ma Fisherovo rozdéleni s n; a ny stupni volnosti (zapisujeme F' ~ F),, ,,.). Jak je patrné,
toto rozdéleni ma dva parametry a jsou jimi stupné volnosti veli¢iny v Citateli a stupné
volnosti veli¢iny ve jmenovateli. Hodnoty nelze svévolné zaménit. Pozorny ¢tenar si mize
vsimnout, ze pokud umocnime na druhou ndhodnou veli¢inu s rozdélenim ¢, ziskame

nahodnou velicinu s rozdélenim Fj ,,.
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Obréazek 19: Hustota pravdépodobnosti Fisherova rozdéleni
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Jednotlivé grafy hustot se lisi stupni volnosti, kterych je ni a ns. U oranzovych grafi ma ny
hodnotu 1 a u modrych 10. Parametr ny nabyvad hodnot 1, 3, 12 od nejtmavsich barev po
nejsvétlejsi barvy.
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3 Popisna statistika

P1i studiu predchozich kapitol ¢tenare mozné prepadla vtirava myslenka, ze psycholog, a
to i ten, co pracuje ve vyzkumu, fesi ponékud jiny druh problémt nez vypocty kovarianci,
kresleni grafii hustot pravdépodobnosti nebo dosazovani do vzorcti pravdépodobnostni
funkce. V praxi nas obvykle potkava opacna situace — pozorujeme skutecnost a nahodné
veli¢iny nevidime prostfednictvim jejich distribucnich funkci, ale jen jako konecny pocet
jejich realizaci, tedy nékolik stiipki zkuSenosti, kterym jsme pridélili ¢isla na zakladé
néjakych pravidel (napriklad pocty bodi, které lidé ziskali v psychodiagnostickém testu).

V této kapitole proto odboc¢ime od naseho dosavadniho vykladu a nauc¢ime se tridit,
popisovat a zobrazovat vysledky pozorovani svéta kolem nas. Popisna statistika je pro
mnoho lidi jedinou oblasti statistiky, o které kdy slyseli. Pojmy jako primeér nebo me-
dian zna zrejmé kazdy a nejriznéjsi grafy jsou béznou soucasti televizniho zpravodajstvi.
Tuto znalost nyni rozvineme a sezndmime se s celou fadou dalsich ukazateli, které nam
pomohou popsat nase pozorovani.

Popisna statistika ma ve skutecnosti hned dvoji vyuziti. Zjistime, Ze fada pojmi, se
kterymi jsme se setkali v predchozich kapitolach, se bude opakovat. Znovu napiiklad nara-
zime na kvantily, rozptyl nebo korelac¢ni koeficient. Jaky je vztah mezi témito teoretickymi
parametry a jejich empirickymi protéjsky, prozatim ziistane ¢tenari utajeno. Ne ovSem na
dlouho — tomuto tématu zasvétime celou kapitolu o statistickych odhadech, ktera bude

uzavirat prvni semestr statistiky.

Vratme se k nasemu ptivodnimu ucelu popisné statistiky. O statistice se tika, ze to je
véda o tom, jak prehledné vyjadrit neprehledné véci. To je sice ponékud tzka definice, ale
pomérné presné vystihuje podstatu popisné statistiky. Podivejme se tfeba na vétu: , Petr
véera vecer vypil ctyri piva, Tomds dvé, Radek a Lukads kaZdy sest, Karel ctyri, Michal
pet a Jirka jedno.“ Jednd se o uplnou vypovéd o veli¢iné pocet vypitgych piv u skupiny
pratel, kteri zrejmé cosi oslavovali. A¢ je tento soubor pomérné maly, uz i toto sdéleni
je veelku neprehledné. O néco prehlednéjsi je mozné tvrzeni ,, sedm prdatel véera vypilo 28
piv“, nebo dokonce , kazdy z prdtel vypil v pruméru 4 piva“. U velkého poctu pozorovani je
toto v podstaté jediny zptisob, jak o nich vypovidat, jelikoz vyjmenovat vsechny hodnoty
by neprineslo zadny uzitek.

Mozna namitate, ze ze sdéleni ,sedm pratel véera vypilo 28 piv“ nemuzeme vycist
naprtiklad to, kdo se bude rano potykat s priSernou kocovinou a komu se tato starost vyhne.
Je patrné, ze kdyz tudaje o souboru zestruénime do nékolika popisnych charakteristik,
velkou cast informaci ztratime. Je jen na nasi obratnosti a znalosti popisné statistiky,

abychom rozhodli, ktery tidaj je diilezity a ktery si naopak miizeme dovolit opomenout.
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3.1 Statisticky soubor a statisticky znak

Kdyz se budeme bavit o néjaké mnoziné pozorovani, tedy tfeba o nasi skupiné sedmi pratel
z vyse uvedeného piikladu, budeme pouzivat oznaceni statisticky soubor. Jednotlivé
pratele bychom oznacovali za prvky (pfipadné jednotky) tohoto souboru. V psychologii
jsou témito prvky nejcastéji lidé, nic nam ale nebrani do pozice prvki pasovat tieba skolni
ttidy nebo freudovské gauce. U kazdého prvku pak sledujeme néjaké statistické znaky
— ve vyse uvedeném prikladu to byl pocet vypitych piv, je to ale tfeba také pohlavi, vék
¢i jakakoli jina charakteristika, kterou jsme predtim popisovali pomoci ndhodné veliciny.
Zejména tehdy, kdyz statisticky znak nabyva jen omezeného mnozstvi riznych hodnot,
nazyvame tyto jednotlivé hodnoty drovnémi statistického znaku. Takze treba znak

pohlavi by mohl mit drovné 0 a 1, reprezentujici ,zena“ a ,,muz*.

3.2 Cetnosti

Chceme-li popisovat statisticky soubor, prvni otazka, kterda nas ziejmé bude zajimat, je,
kolik pozorovani jsme ucinili (tedy napriklad kolika klientim jsme administrovali néjaky
test, respektive vysledky kolika z nich méame k dispozici). Tento ukazatel budeme jedno-
duse nazyvat rozsah souboru a znacit pismenem n (v nékterych textech téz N). Pokud
statisticky soubor rozdélime na vice podsouborii, tfeba na podsoubor muzi a Zen, nebo
pokud jednoduse pracujeme s vice soubory, u kazdého z nich opét miizeme hovorit o jeho
rozsahu a znacit jej pismenem n s néjakym indexem (napriklad nq, ns).

Na tentyz kol bychom se mohli podivat i z druhé strany a ptat se, s jakou ¢etnosti ur-
¢ity statisticky znak (tfeba pohlavi) v souboru nabyva urc¢ité irovné (tfeba muz). Hovorili
bychom pak o absolutni €etnosti, kterou mizeme znacit pismenem f; jako frekvence
(pismeno j je oznaceni dané kategorie, respektive podsouboru). Stejné jako rozsah souboru
je tedy absolutni ¢etnost néjaké nezaporné celé ¢islo.

Za nékterych okolnosti by mohlo byt také uzitecné vyjadrit jednim ¢islem, u jak velké
pomeérné ¢asti souboru ma statisticky znak tuto konkrétni droven. Pak bychom hovorili
o relativni €etnosti, kterou mizeme znacit p;. Mame-li tedy tfeba soubor o deseti lidech
(n = 10) a ptame se, kolik z nich ma modré o¢i, pak je-li f; rovno ¢islu 3, tak p; = 0.3
(respektive 30 %). Zjevné tedy plati vztah

p; = o

Vzacné potrebujeme vyjadrit, kolik pozorovani ma hodnotu statistického znaku rov-
nou nebo mensi, nez je hodnota dané drovné. Hovorili bychom pak o absolutnich nebo
relativnich kumulativnich ¢etnostech. Tabulka 1 shrnuje ¢etnosti jednotlivych drovni

znaku pocet prorezanych zubi u souboru 64 déti ve véku 12 — 16 mésict.
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Tabulka 1: Tabulka cetnosti — pocet zoubku u déti

. , ., absolutni relativni
pocet | absolutni relativni ., .,
zoubkl | Cetnost Cetnost kufnulamvm kuinulatlvm
cetnost cetnost

14 2 0.031 64 1.000

13 1 0.016 62 0.969

12 5 0.078 61 0.953

11 2 0.031 56 0.875

10 11 0.172 54 0.844

9 3 0.047 43 0.672

8 10 0.156 40 0.625

7 6 0.094 30 0.469

6 3 0.047 24 0.375

5 6 0.094 21 0.328

4 9 0.141 15 0.234

3 4 0.063 6 0.094

2 1 0.016 2 0.031

1 0 0.000 1 0.016

0 1 0.016 1 0.016

3.2.1 Histogram

Pro grafické znazornéni cetnosti jednotlivych trovni sledovaného znaku mame radu na-
stroji. V pripadé kvalitativnich znakt, jako je treba preferovany filmovy Zanr, bychom
mohli sdhnout napriklad po kolacovém grafu. Za nékterych okolnosti bychom mohli cet-
nosti zobrazit pomoci sloupcového grafu (treba tehdy, kdyz jednotlivé irovné maji pevné
dané poradi, které by v kolacovém grafu nebylo patrné). Tyto nastroje podrobnéji roze-
birat nebudeme, jelikoz jejich znalost patii ke vSeobecnému vzdélani. Zastavime se nad
specialnim ptipadem sloupcového grafu, a tim je histogram.

Pomoci histogramu mame moznost pozorovat priblizny tvar grafu hustoty pravdépo-
dobnosti ndhodné veli¢iny, ktera se ve statistickém souboru manifestuje jako kvantitativni
znak. Abychom vytvorili histogram, musime statisticky soubor rozdélit do kategorii. Pred-
stavme si, ze mérime tieba srdec¢ni frekvenci pokusnych osob a zajimé nas, jaké rozdéleni
priblizné ma tato nahodna veli¢ina. Kategorie bychom mohli stanovit naptiklad takto:
[65,70), [70,75), [75,80), ...,[155,160), [160, 165). Pro kazdou kategorii bychom pak mohli
spoc¢itat absolutni (pfipadné relativni) ¢etnost a nalezené hodnoty zobrazit formou sloup-
cového grafu.

Hranice kategorii by bylo mozné stanovit o néco rozumnéji. Mohlo by byt uzitecné
navrhnout kategorie tak, aby jejich stredy byla celd (nebo néjak kulatd) cisla. Napii-
klad tedy [62.5,67.5),[67.5,72.5),...,[152.5,157.5), [157.5, 162.5). Sloupecky histogramu
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Obrazek 20: Ukazky dobré a spatné volby poctu kategorii histogramu
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Vsechny ¢tyfi histogramy vychéazeji ze stejnych hodnot srdec¢ni frekvence na skupiné 96 probandu.
Je patrné, ze prvni histogram mé kategorie ptilis jemné a v grafu jsou trhliny. Posledni histogram
je naopak slozen z prilis Sirokych kategorii, a neni tak viibec patrné to, ze graf hustoty sledované
veli¢iny mé dva vrcholy. Nejvhodnéjsi je zrejmé kategorizace pouzita ve tretim grafu.

pak budou vycentrovany nad ¢éisly 65, 70, .. ., 155, 160.” Obvykle volime vSechny kategorie
stejné siroké, v nékterych pripadech vSak nechdavame krajni kategorie oteviené (tedy na-
priklad (—o0, 67.5)). Kategorie samoziejmé museji pokryvat vSechny pozorované hodnoty.
Pti kresleni grafu nenechavame mezi sloupci mezery, jeden tedy tésné priléha na druhy.
Posledni otazkou je, jak siroké kategorie stanovit, respektive jaky pocet kategorii zvolit.
Ac se zda, ze tato otazka je zcela bandlni, jedna se o pomérné dulezité rozhodnuti, které
muze vést ke zcela odlisSnému pochopeni dat. Vezméme si histogramy na obrazku 20, které

zobrazuji tataz data, rozdélena do rtzné Sirokych kategorii.

"Dodejme vSak, 7e to, které feseni je hez&i a které méné hezké, je véc nazoru. Nékdy popisujeme
stfedy sloupeckt a podle toho je umistujeme, jindy popisujeme okraje kategorii. Rozhodovacim kritériem
je jen estetické citéni autora daného grafu. Stejné tak arbitrarni rozhodnuti je to, jestli budeme uzavirat
jednotlivé intervaly zleva nebo zprava.
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K usnadnéni volby poc¢tu kategorii byla stanovena fada pravidel. Nejznaméjsi je ziejmé

Sturgesovo pravidlo®, které pro n pozorovani stanovuje k kategorii jako
k =1+ logip(n) - 3.322.

Vysledek zaokrouhlujeme vzdy nahoru. A¢ je toto pravidlo stanoveno na zakladé sofis-
tikované tvahy (vychézi z vlastnosti binomického rozdéleni), nevede vzdy k uzite¢nym
vysledktim. V prikladu na obrazku 20 by byl vysledek ptiblizné 6.6, po zaokrouhleni tedy
7 kategorii. Jak se zda, je toto ¢islo pomérné malé. Veskera pravidla proto berme pouze
jako pomocny nastroj a pii volbé vhodného poctu kategorii a jejich mezi se fidme spise

citem a ucelem naseho sdéleni.

3.3 Extrémy, variacni rozpéti a odlehla pozorovani

Dalsi zajimavou informaci, kterd zptresni nasi znalost statistického souboru, je nejvyssi a
nejnizsi pozorovana hodnota sledovaného znaku. Zavedeme proto minimum a maximum
a budeme je znacit T, a Tmee. Tyto ukazatele pochopitelné lze stanovit pouze tehdy,
kdyz miizeme trovné sledovaného znaku srovnavat. Nenajdeme je tedy u kvalitativnich
znaki. V literatufe se také hovori o variac¢nim rozpéti R, které je definovano jako rozdil

téchto extrémnich hodnot. Tedy
R = Lmaz — Tmin-

V odbornych textech se vsak s varia¢nim rozpétim setkdvame pomérné ziidka a maxi-
mum i minimum také uvadime pouze v nékolika specifickych pripadech. Typicky se s nim
setkame pri popisu zkoumaného souboru z hlediska véku: ,Vék respondenti se pohyboval

mezi hodnotamsi 18 a 25 let.

3.3.1 Odlehla pozorovani

Malé vyuziti vyse uvedenych charakteristik souvisi ziejmé s jednou jejich neprijemnou
vlastnosti: staci, aby se v souboru vyskytl jediny prvek, ktery méa hodnotu statistického
znaku o mnoho vyssi nebo naopak o mnoho nizsi nez ostatni prvky, a nalezena charakte-
ristika se radikalné zméni. Touto tvahou se dostavame k zajimavému problému. Obecné
muzeme Tict, ze nékteré charakteristiky statistického souboru jsou pomérné stalé a po
zarazeni nékolika hodnot, které svou velikosti vybocuji, se zméni jen malo. Jiné, jako
napiiklad variacni rozpéti, na pritomnost takovych hodnot reaguji drastickou zménou.
Vlastnost, o které hovorime, oznacujeme jako robustnost. Robustni ukazatele tedy pti-

kladaji mensi vahu extrémnim pozorovanim a jsou jimi jen malo ovlivnény.

8Nekdy totéz pravidlo zapisujeme jako k = 1 + loga(n). Oba vzorce vedou ke stejnému vysledku.
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Prvky statistického souboru, které v urcitém znaku napadné vybocuji, oznacujeme
pojmem odlehla pozorovani (bézné se setkdvame i s anglickym vyrazem outlier). Je-li
prvek statistického souboru v nékterém znaku outlier, nemusi to znamenat, ze je out-

lierem i v jinych znacich. Pokud zjistime ptitomnost outlierti ve statistickém souboru,

méli bychom jim vénovat zvlastni pozornost. Casto nds napadne, ze bychom tato odlehld
pozorovani méli ze souboru vyloucit. Tento krok je nicméné krajnim teSenim, ke kte-
rému bychom se neméli odhodlat, pokud jej nedokazeme ospravedlnit. V rozhodovani,
zda pozorovani vyradit, ndm pomuze zejména zjisténi jeho ptvodu. Pokud jde o chybu
(napriklad vzniklou pri prepisovani papirovych dotazniki do pocitace nebo selhdnim pii
méreni), miuzeme hodnotu opravit, respektive odstranit. Pokud se vSak jedna o pravdivou
hodnotu, méli bychom se spise prizptisobit my a pfi vyhodnoceni se spoléhat pouze na

robustni ukazatele a postupy.

3.4 Miry polohy

Pti popisu sledovaného znaku casto hledame jedinou hodnotu, kterd by co nejpresnéji
reprezentovala cely statisticky soubor. Prestoze to je témér nesplnitelny kol pro jediné
c¢islo, existuje cela rada ukazateld, které tuto tlohu néjak zastat dokazou. Kazdy z nich

ma své vyhody i nevyhody.

3.4.1 Aritmeticky primér

Notoricky zndmou a nejcastéji uzivanou mirou polohy je aritmeticky prumeér (anglicky
mean). Vypocitd se jako soucet vSech hodnot vydéleny jejich poctem. Pro statisticky

znak x jej budeme znacit & (Cti ,x s pruhem*) a vypocitame jako

Primeér lze smysluplné pouzit jen u kvantitativnich statistickych znakt. Nikdo ndm samo-
ziejmé nebrani ve vypoctu treba primérného poradi, pti takovém kroku si vsak musime
uvédomit, ze se jiz nevyjadiujeme k pltvodni velicing, ale skutecné jen k samotnému po-
radi.

Pro ¢tenare, kteri chtéji do statistiky proniknout hloubéji, mizeme zminit jesté dvé
zajimavé vlastnosti priméru. Prvni je vcelku zifejma — soucet rozdili vSech namérenych
hodnot od priimeéru je vzdy roven nule. Jinymi slovy, vezmeme-li vzdalenosti vSech hodnot
od priaméru, pak soucet téchto vzdalenosti pod primérem je roven souctu vzdalenosti
hodnot nad primérem. Druha je jiz o néco méné patrna — soucet druhych mocnin rozdila
vsech namérenych hodnot od primeéru je nejmensi mozny. Pokud bychom tedy prameér

nahradili jakoukoli jinou hodnotou, tak tento soucet ¢tverci bude vzdy vyssi.
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Pti vypoctu aritmetického primeéru predpokladame, ze kazdy prvek, ktery zahrneme
do vypoctu, ma stejnou vahu. V nékterych situacich se vSak vyplati nékteré prvky pova-
na néj muzeme naptiklad ve skolach, kde ucitelé, kdyz vypocitavaji prumérnou znamku,
kazdému zkouseni pridéli urcitou vahu podle toho, zda slo tieba o dulezitou ¢tvrtletni praci
nebo jen o kratké prubézné zkouseni. Pri vypoctu vazeného pruméru tedy nepracujeme
jen s hodnotami xy,zs,...,x,, ale také s jejich vdhami wy,ws, ..., w,. Vazeny prumeér
ziskame jako
Dy WiT;

— .
i=1 Wi

T =

Nékdy jsou vahy zamérné vybirany tak, ze se jejich soucet rovna jedné. Pokud tomu tak
je, mizeme z predeslého vzorce ponechat jen vyraz z citatele z = >0 | w;x;.

Klasickym vyuzitim vazeného primeéru je také situace, kdy zname primeéry a rozsahy

nékolika (k) diléich rizné rozsdhlych skupin a potfebujeme zjistit prumér celkovy. Na

misto jednotlivych hodnot bychom pak umistili jednotlivé priméry z; a jako vahy by

nam poslouzily rozsahy jednotlivych souborti n;. Pouzili bychom tedy vzorec ve tvaru

_ Z?:l n;T;
T= .

D=1y
Vezméme si napriklad situaci, kdy chceme spocitat primérnou délku hospitalizace v ur-
¢ité psychiatrické 1écebné. Mame k dispozici primérnou délku hospitalizace na zZenském
oddéleni (17.5 dne) a na muzském oddéleni (14.5 dne). Déle vime, ze zen bylo ve sle-
dovaném obdobi hospitalizovano 36, zatimco muzt 24. Vypocitame hodnotu vyrazu r =

% = 16.3. Vysledek tedy tik4, ze primérna doba hospitalizace bez ohledu na po-

hlavi byla 16.3 dnti. Kdybychom nezohlednili velikost skupin, dostali bychom (nespravny)
vysledek 16.0 dnti.

3.4.2 Robustni modifikace aritmetického primeéru

Silnou strankou aritmetického prumeéru a zaroven jeho slabinou je to, ze jeho vyse je
ovlivnéna kazdou hodnotou v souboru. Vyhoda je to proto, ze prumér tak predstavuje ne-
smirné presny a citlivy ukazatel. Nevyhoda, Ze stac¢i do souboru zaradit jedinou hodnotu,

vvvvv

tedy o prilis robustni ukazatel.

Predstavme si tieba, ze provadime sexuologicky vyzkum mezi vysokoskolskymi stu-
denty, a jeden ze znaki, které sledujeme, je pocet jejich dosavadnich sexualnich partnert.

Pro jednoduchost se spokojime se vzorkem 20 lidi, u kterych zjistime tyto hodnoty:
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Jedna se o kvantitativni znak, takze nam nic nebrani vyuzit aritmeticky primeér. Po
dosazeni ¢isel do vzorce miizeme konstatovat, ze primérny student meél dvacet a pul se-
xudlnich partnert. A¢ jsme pouzili spravny vzorec, ziskand hodnota nevypovida témeéer
o nicem. Hodi se, pokud chceme sokovat nebo u nékoho vzbudit pocit ménécennosti.
Podle naseho vzorku dobrych 90 % respondentti na toto ¢islo vitbec nedosdhne. Druhy
nedostatek prumeéru je také zjevny — nikdo ve skutec¢nosti (doufejme) nemél presné dvacet
a pul partnera. Primérnd hodnota nemusi odpovidat hodnoté znaku u zadného z prvka
naseho vzorku (coz je nicméné vlastnost, kterou maji témér vsechny ukazatele miry po-
lohy). V piipadé, zZe sledovana veli¢ina ma znacné nesymetrické rozdéleni s odlehlymi
hodnotami, nebyva primér zdaleka nejlepsim ukazatelem.

Nizka robustnost aritmetického priuméru vedla statistiky k vytvoreni ukazatell, které
si zachovavaji vysokou presnost a citlivost, ale zaroven jsou odolné vici zkresleni v di-
sledku odlehlych hodnot. Jsou jimi useknuty pramér (trimmed mean, truncated mean) a

winsorizovany prumér (winsorized mean).

Useknuty primér vypocitame stejné jako obycejny aritmeticky priameér, jen s tim
rozdilem, ze jesté pred vypoctem vyradime urcité procento nejvyssich a nejnizsich hodnot.
Pii vypoctu dvacetiprocentniho useknutého priméru tedy vyradime 20 % nejvyssich a
20 % nejnizsich hodnot a z téch zbyvajicich vypoc¢itdme aritmeticky prumér. V pripadé,
ze pocet hodnot, které bychom méli z vypoctu z kazdé strany odstranit, neni celé ¢islo,
nalezeny pocet vytazenych prvku zaokrouhlujeme vzdy doli. Tedy pro n = 10 bude 25%

useknuty priimér pracovat se Sesti prostfednimi hodnotami.?

Na podobném principu funguje winsorizovany prumér. Tentokrat vsak misto toho,
abychom okrajové hodnoty z vypoctu vyradili, nahradime urcité procento nejvyssich a
nejnizsich hodnot posledni hodnotou, ktera tento limit neprekracuje. Tedy soubor 1, 2, 3,
4, 10 by mohl byt winsorizovan na 2, 2, 3, 4, 4 a hodnota priméru by se zmeénila z ¢isla
4 na 3.

Oba zminované robustni postupy maji svd omezeni a pouzivame je jen v nékterych si-
tuacich. V praxi se s nimi setkdme treba tehdy, kdyz zkoumame, kolik ¢asu zabere ¢lovéku
odpoveédét na jednotlivé polozky dotazniku. Tu a tam se stane, ze néktera pokusna osoba
na chvili praci prerusi a tim vytvori odlehlou hodnotu, které se tfeba pomoci winsorizace
zbavime. Useknuty primér znaji fandové krasobrusleni — jednotlivi posuzovatelé boduji

soutéziciho, nejprisnéjsi a nejmirnéjsi hodnoceni se ale skrta.

9Ve skutecnosti bychom mohli pouzit piesné&jsi metodu nez zaokrouhleni. Pokud bychom méli 10
pozorovani a podcitali bychom 25% useknuty priamér, tak vime, Ze prvni a druhé (taky devité a desdté)
méfeni do vypoctu nezahrneme, ale tiet{ (a osmé) méreni by mélo byt zahrnuto z jedné poloviny. Mohli
bychom jim proto dat polovi¢ni vahu nez Sesti prostfednim ¢lentim a pouzit vzorec pro vypocet vazeného
praméru.

50



3.4.3 Median a vybérovy kvantil

Nejcastéji pouzivanou robustni mirou polohy je medidn. Znacime jej pismenem & (pii-
padné Mdn(z)). Medidan predstavuje prostiedni hodnotu ze souboru vsech hodnot. Po-
kud bychom chtéli zjistit naptiklad median vysky studenta psychologie, nechali bychom
vsechny studenty nastoupit do fady od nejmensiho po nejvyssiho a pak bychom vybrali
toho, ktery stoji presné v poloviné fady. Jeho vyska by predstavovala medidn. Pokud je

prvki sudy pocet, a nejde tedy rozhodnout, ktery je presné uprostied, vezmeme dvé pro-

stfedni hodnoty a spocitdme jejich priimér. Vyjadreno vzorcem pro x; < xo < ... < @,
plati
Tt pro licha n,
T = §
Tntrag, .
—2—2— pro suda n.

Median si mizeme predstavit taky jako krajni pripad useknutého primeéru, kdy v souboru
ponechame jen jeden nebo dva prostfedni prvky. Median ma tu vlastnost, ze déli soubor
na dvé stejné velké poloviny — pod nim i nad nim lezi stejny pocet prvki. Nezalezi na
tom, o jaké hodnoty se jednd, jde jen o jejich poradi. O medidnu muizeme proto rtict, ze
je vysoce robustni.

Vratme se k predeslému prikladu o vyzkumu sexudlniho chovani. Spoc¢itame-li median
jako soucet desatého a jedenactého prvku vzorku vydéleny dvéma, ziskame vysledek 3 se-
xualni partneri, coz je ¢islo, které podle ziskanych dat vystihuje skutecnost daleko 1épe.
Po medianu jednoznacné sdhneme, kdyz pracujeme s poradim, nikoli s presnymi hodno-
tami, a nemuzeme tedy pouzit prumér. Uzitecny miize byt i tehdy, kdyz ma zkoumana
veli¢ina vylozené asymetrické rozdéleni, nebo kdyz se potifebujeme vyrovnat s odlehlymi

hodnotami, jak jsme vidéli na prikladu.

Nasi tvahu mtzeme dale zobecnit. Co kdybychom nechtéli soubor rozptlit v poméru
50 : 50, ale treba 30 : 70 nebo 10 : 907 K tomuto ucelu zavadime vybérovy kvantil.
Pro libovolnou hodnotu a € [0, 1] se kvantilem rozumi takové ¢islo z,, které rozdéluje
usporadany (tj. sefazeny) soubor na dolni tsek obsahujici podil nejméné a pozorovani a
horni tisek obsahujici podil nejméné 1—« pozorovani. Je zde zjevna analogie s teoretickym
kvantilem z kapitoly 2.5.4. Pri blizsi ivaze vsak zjistime, ze z této definice nelze vyvodit
presna hodnota nékterych kvantili. Pro presné vycisleni hodnoty x,, existuje hned nékolik
definic. My se mtizeme spokojit s timto jednoduchym postupem.

Vypocitame hodnotu n - . Pokud ziskame celé ¢islo, pak kvantil stanovime jako x, =
TnatTnatl

2

. V opacném pripadé zaokrouhlime hodnotu n-a nahoru (znac¢ime [na|) a kvantil

stanovime jako z, = Z[pq). Tedy
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Inatlnatl  pro po € 7,
T =
Tnal pro na ¢ Z.

Pomérné casto si také pokldadame otazku, jakym kvantilim odpovidaji jednotlivé namé-
rené hodnoty (napriklad pri prevodu vysledki pfijimacich zkousek na percentil). I zde
nachézime nékolik definic vedoucich k riznym vysledkiim. Mohli bychom odpovidajici
kvantily stanovit tieba jako podil pozorovani, kterda maji mensi hodnotu, nez je hodnota
daného pozorovani. Nebo jako podil pozorovani, kterd maji hodnotu mensi nebo rovnou
té hodnoté, kterou ma konkrétni pozorovani, k némuz hledame odpovidajici kvantil. Ani
jeden z téchto zptusobt vsak neni moc elegantni — prvni jmenovany vede k tomu, ze zadné
pozorovani nebude odpovidat kvantilu x g9, druhy naopak k tomu, ze zadné pozorovani
nebude odpovidat kvantilu xg 9. Pokud se ¢tenari nedari predstavit si za timto vykladem
nic konkrétniho, mohla by to byt treba situace, kdy bychom meéli k dispozici vysledky
péti studenttt, ktefl v testu ziskali 2, 4, 6, 6 a 10 bodt. Pokud pouzijeme prvni definici,
zjistime, ze hodnoté 10 navzdory intuici neodpovida kvantil x; g9, ale kvantil xqg. Naopak
pri pouziti druhé definice hodnoté 2 neodpovida kvantil ¢ o, jak bychom ocekavali, ale
kvantil xq.s.

Pomérné elegantnim fesenim, kterého se budeme nadale drzet, je pro vybranou hod-
notu x; spocitat pocet pozorovani, ktera maji mensi hodnotu nez x;, k tomuto ¢islu pricist
polovinu pozorovani, ktera maji stejnou hodnotu jako x; (samotné z; vSak do tohoto poctu

nezahrneme), a vysledek vydélit poctem vSech pozorovani snizenym o jednicku. Tedy

pocet(z; < x;) + %(pOéet(% = z;) — 1> .
a; = : prot=1,2,... n.
/)’L—

Naprtiklad pro nas soubor pozorovani s hodnotami 2,4,6,6,10 by hodnoté 2 odpovidal
kvantil xg g9, hodnoté 4 kvantil xg.5, hodnoté 6 kvantil xg405 a hodnoté 10 ve shodé
s intuici kvantil z gg. Naopak kdybychom se tazali na hodnotu kvantilu x( 2, odpovédi by

bylo ¢islo 3, pro kvantil xg.o5 ¢islo 4. Kvantily x5, xo¢ 1 0.7 by byly rovny hodnoté 6.

Nékteré kvantily pouzivame castéji nez jiné, proto pro né volime specialni oznaceni:

xg.25 — dolni kvartil (téz Qy),
zo5 — median,

zo75 — horni kvartil (téz Q)3),
20.1,202y---,20.9 — decily,

L0.01,20.025---5,2L0.99 — percentlly.
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3.4.4 Vybérovy modus

Modus je jedinou mirou polohy, kterou lze uplatnit na libovolné data véetné kvalitativnich.
Musime proto podotknout, Ze oznaceni mira polohy je zde trosku zavadéjici.

Modus (budeme jej znacit & nebo Mod(x)) je jednoduse ta hodnota, ktera se v souboru
vyskytuje nejcastéji. Muzeme napriklad zjistit, jaka je v souboru pozorovani modalni veli-
kost obuvi, tedy jakou velikost bot ma nejvice lidi. Pomoci modu popiseme treba i to, kterd
prichut zmrzliny se prodava nejcastéji, jaka je nejhojnéjsi barva oc¢i ¢i nejbéznéjsi znamka
z matematiky. Je zjevné, Ze pokud pocitame modus pro kvantitativni znak, musime jej
predtim rozdélit do uréitych kategorii (respektive hodnoty néjak zaokrouhlit), abychom
dosli k néjakym smysluplnym zavéram a nevysla nam pro kazdou hodnotu cetnost rovné
jednicce.

Ziejmé nejcastéji se nam stane, ze v nasem souboru nalezneme jen jednu modélni
hodnotu. O tomto rozdéleni pak fikdme, Ze je unimodalni. Nékdy se vSak v nasem
souboru vyskytne vice hodnot, které maji nejvyssi ¢etnost, a kazda z nich tedy predstavuje
modus. Mluvime pak o multimodalnim rozdéleni (jsou-li mody dva, pak konkrétné

o bimodalnim). V praxi hodnotu modu sledovaného znaku uvadime jen zridkakdy.

Timto jsme nevycerpali vSechny existujici miry polohy. Zvidavému ¢tenafi mizeme
doporucit prozkoumat charakteristiky jako je naptiklad harmonicky nebo geometricky

pramér. V textech z oblasti psychologického vyzkumu na né vsak témeér nenarazime.

3.4.5 Krabicovy graf

V mnoha ptipadech nejlépe porozumime datim az tehdy, kdyz dostaneme moznost je né-
jakym zplisobem vizualizovat. Oblibenou metodou vizualizace charakteristik miry polohy
je krabicovy graf (téz vousatd krabicka, anglicky boxplot nebo boz-and-whiskers plot).

Krabicovy graf se sklada z nékolika ¢asti. Jednak je to obdélnik (,krabicka®) s horni
hranou umisténou v kvartilu )3 a spodni hranou v kvartilu )y (viz kapitola 3.4.3). Druhy
rozmér krabicky neni podstatny, sdm zadnou informaci neptinasi. Do krabicky taky ob-
vykle zakreslujeme medidn (tradicné jako plnou ¢éaru, ackoli jednotlivé programy voli
ruznéd znaceni). Nékdy, a¢ ne vzdy, do grafu zandsime i aritmeticky priameér, tfeba jako
maly ¢tverecek.

Dalsim prvkem jsou ,vousy*. Jeden vyrista z horni a jeden ze spodni strany krabicky

(pripadné z pravé a z levé strany, pokud graf malujeme nalezato). Vous sahd k nejvyssi,

svv s

odlehla pozorovani. Pti tvorbé krabicového grafu povazujeme za odlehla pozorovani takové

hodnoty, které jsou od krabicky vzdaleny vice nez jeden a pil nasobek mezikvartilového
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Obrazek 21: Konstrukce krabicového grafu
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Obréazek 22: Délka spanku 20 studenti VS v prabéhu tydne

12

10

.

< - .

o

o — [
I I I I I I I

na pondéli na utery na stfedu  na Ctvrtek na patek na sobotu  na nedéli

rozpéti, tedy 1.5 (Q3— Q1). Je zjevné, ze horni vous nikdy nedosdhne dal nez na hodnotu
Qs+ 1.5 (Q3 — Q1) a dolni d&l nez na hodnotu Q1 — 1.5 (Q3 — Q7). Odlehla pozorovani
(tedy hodnoty mimo tento interval) vykreslujeme do grafu jako mald kolecka. V nékterych
piipadech jesté odlehlejsi hodnoty (nékdy je oznacujeme jako extrémni hodnoty), které
jsou od krabicky déale nez 3 - (Q3 — @), znacime hvézdickami misto kolecek. Nekdy se
muze stat, ze néktery vous ma nulovou délku a v grafu tedy chybi. Krabicovy graf hodnot
0,1,1,2,2,3,3,4, 8,10 znazornuje obrazek 21.

Uzite¢nou vlastnosti krabicového grafu je to, Ze se opird o robustni ukazatele polohy a
zaroven zachycuje i odlehla pozorovani. Na prvni pohled tedy zjistime, v jakém intervalu
lezi 50 % pozorovani (uvniti krabicky), jaké ma pozorovany znak minimum a maximum
a které hodnoty se napadné lisi od ostatnich méreni. Muzeme také zobrazit vétsi mnoz-
stvi krabicovych grafii vedle sebe a porovnavat tak rozdéleni sledovaného znaku u vice

podsouboru (viz obrazek 22).
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3.5 Miry variability

Miry polohy nam poskytuji sice cennou, avsak poné¢kud omezenou informaci. Pfedstavme
si tfeba, Ze srovnavame dva soubory hodnot: 49,49,50,51,51 a 5,25,50,75,95. Af uz
budeme pocitat primér, median nebo jejich jakoukoli obdobu, ziskdme stejny vysledek
50. Na prvni pohled se ale oba soubory lisi — jeden obsahuje hodnoty, které si jsou podobné,

zatimco druhy je velmi rozmanity. Tuto kvalitu vyjadiuji miry variability (disperze).

Dva jednoduché ukazatele variability jsme jiz diive zminili. Rozmanitost dat odrazi
variaéni rozpéti (T,,.x — Tmin) 1 hodnota Q3 — @, kterou nazyvame mezikvartilové

rozpéti.

3.5.1 Prumérna absolutni a medianova absolutni odchylka

Intuitivné bychom zfejmé dokézali vytvorit sviij vlastni ukazatel variability. Variabilitu si
muzeme predstavit jako vzdalenost jednotlivych hodnot od néjakého pomyslného stredu,
napriklad prameéru. Mohli bychom se tedy tfeba tazat, o kolik se jednotlivd méreni v pri-
méru lisi od pramérné hodnoty. Je zrejmé, ze pokud bychom secetli vSechny rozdily jed-
notlivych méreni od prameéru, dosli bychom k nulovému vysledku, jelikoz zaporné a kladné
hodnoty by se sobé az na znaménko rovnaly (vzpomenme si na vlastnosti aritmetického
pruméru z kapitoly 3.4.1). To muzeme vyftesit tak, ze budeme s¢itat absolutni hodnoty
téchto rozdili. Takovyto ukazatel existuje a nazyvame jej primeérna absolutni od-

chylka. Vzorcem bychom ji vyjadrili nasledovné:
d=

Fantazii se nicméné meze nekladou, nemuseli bychom proto pocitat prumér téchto
absolutnich odchylek, ale tieba jejich median. Nalezeny ukazatel bychom potom nazyvali
medidnova absolutni odchylka (nardzime na ni pod zkratkou MAD). Oproti pramérné
odchylce bychom ziskali o néco robustnéjsi ukazatel. Taky bychom mohli uvazovat nad
tim, jestli za onen pomyslny stfed povazovat primér a ne tfeba median nebo modus.
Mohli bychom pak pocitat tfeba medidn odchylek jednotlivych méfeni od medianu téchto
méreni. Zrejmé ve snaze udélat pro studenty i laickou verejnost statistiku co nejméné
srozumitelnou se i tyto dalsi varianty nazyvaji medianova absolutni odchylka a ukryvaji
se pod vymluvnou zkratkou MAD.

A¢ se nam absolutni odchylky mohou zdat elegantni a velmi presné, v praxi se s nimi
témeér nesetkdme. Jejich slabinou je ona absolutni hodnota ve vzorci pro jejich vypocet.
Kv1li této drobnosti nelze absolutni odchylku podrobit nékterym matematickym postu-
pum (napf. pocitat jejich derivaci), coz tento ukazatel ¢ini pro matematiky ponékud

neatraktivni.
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3.5.2 Soucet ¢tvercii, vybérovy rozptyl a smérodatni odchylka

Jesté jednou se vratme k nasi tvaze z predeslé podkapitoly. Rozmanitost namérenych
hodnot mtzeme zjistit tak, ze se¢teme jejich rozdily od priméru. Aby nam ale nevysel
nulovy soucet, musime témto rozdiliim od primeéru odstranit zdporna znaménka. Ukazalo
se, ze nas puvodni napad pouzit absolutni hodnotu méa urcitd omezeni. Musime proto
patrat po jiném postupu, jak ze zapornych ¢isel udélat kladna. Jako nejvhodnéjsi reseni
se zda byt druhd mocnina — také spolehlivé odstrani zdpornd znaménka, a matematik
navic zustane spokojeny, jelikoz mocnina na rozdil od absolutni hodnoty pri nejriznéjsich
vypoctech neprekazi.

Spocitame-li rozdily jednotlivych namérenych hodnot od jejich priméru, kazdy z téchto
rozdili umocnime na druhou (vytvorime ,¢tverec rozdilu“) a vSechny takto ziskané vy-
sledky secteme, ziskdme takzvany soucet ¢tvercti. Pro namérené hodnoty xq, xs, ..., 2,

a jejich aritmeticky primér x by tedy platilo
SC=>"(x; — )%
i=1

Oznaceni soucet c¢tverci vystihuje postup vypocétu — séitdme druhé mocniny, tedy
¢tverce vzdéalenosti od priméru. Soucet ¢tverc vystupuje v fadé statistickych vzorci.
Pokud bychom vSak chtéli prezentovat rozmanitost naseho souboru, tak po ném pravdé-
podobné nesdhneme — uz jen proto, ze soucet ¢tverct zavisi na velikosti souboru. Kdyz
budeme mit velké mnozstvi méreni, bude soucet ¢tvercii pravdépodobné vyssi, nez kdyz

budeme provadét méreni jen nékolik.

Reseni je zjevné. Misto souctu viech ¢tvercit odchylek od priméru miZeme vypocitat
jejich pramér. Ukazatel, ktery tak dostaneme, oznacujeme jako vybérovy rozptyl (téz
variance ¢i stfedni ¢tverec). Z urcitych duvodu, které ¢tenari objasnime az v kapitole 4,
pfi tomto prumérovani nebudeme soucet ¢tverci délit po¢tem pozorovani (n), ale poctem
pozorovani sniZenym o jednicku (n —1). V¥bérovy rozptyl (zna¢me jej s*) tedy spocitame

podle vzorce

§% = ¢ 1 > (x — 7).

n—l_n—ll.:1

Z’.l xffn:EQ

Vypoéet miize nékdy usnadnit pfevedeni tohoto vzorce do tvaru s? = —1
Prestoze je vybérovy rozptyl hojné uzivanym ukazatelem rozmanitosti, ani on se ne-

hodi pro vSechny ucely. Zejména tehdy, kdyz chceme nase vysledky prezentovat lidskému

publiku, zjistime, Ze rozptyl neni prili§ intuitivni pro pochopeni. Rozptyl je ukazatelem

ze sveta Ctvercil a sdm zistava v druhé mocniné. Kdyz napriklad budeme mluvit o inteli-
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genci, muzeme prohlasit, Ze jeji pramérna vyse je 100 bodu IQ) a jeji rozptyl 225 bodi I(Q)
na druhou. Tézko si uz vsak predstavime, co jsou body IQ) na druhou. Zavadime proto dalsi
ukazatel, ktery ziskame jednoduse odmocnénim vybérového rozptylu, a tim je vybérova

smérodatni odchylka (zna¢me s, anglicky standard deviation, SD). Plati tedy

sC 1 &
s=Vs?= = x; — )2,
n—1 J n—1 ;( )
Rozptyl a smérodatna odchylka budou pti popisu dat vedle aritmetického priméru nasi

nejvérnéjsi spolecénici. Je proto uziteéné znat jejich vlastnosti.

e Rozptyl i smérodatnou odchylku 1ze smysluplné pocitat jen na kvantitativnich zna-
cich. Pokud sledovany znak oznacuje poradi, tak (podobné jako v pripadé priaméru)
rozptyl 1ze spocitat, avsak ziskany tidaj se bude vztahovat zase pouze k poradi, ne
k pavodni veli¢iné, podle které byla méreni sefazena.

o Rozptyl nikdy nemtze byt zaporny.

o Pokud je rozptyl roven nule, znamena to, ze vSechny namérené hodnoty jsou presné
stejné (tedy rovné pruméru).

o Rozptyl sice miizeme pocitat na libovolnych kvantitativnich znacich, nicméné aby
bylo mozné jej interpretovat, bylo by zadouci, aby histogram namérenych hodnot
tvoril soumérny kopec s jedinym vrcholem (ideélné blizky normalnimu rozdélent).
Pokud toto neni splnéno, neni rozptyl priliS vhodnym néstrojem ke komunikaci
vlastnosti nasich dat.

o Rozptyl (a tedy i smérodatnd odchylka) je velmi citlivy na odlehld pozorovéni.
Daleko citlivéjsi nez aritmeticky prameér.

o Podobné jako jsme definovali useknuty a winsorizovany priameér, mizeme definovat
useknuty a winsorizovany rozptyl, respektive smérodatnou odchylku. Ziskdme tak

ukazatele s vyssi robustnosti.

Pokud bychom chtéli srovnat relativni velikost variability u dvou rtiznych znakt, pripadné
ve dvou souborech, pouzivame nékdy ukazatel, ktery se oznacuje jako variac¢ni koefici-
ent. Mohli bychom se napriklad ptat, jestli je télesna vyska variabilnéjsi v souboru muzta
nebo zen. Reknéme, Ze nalezneme smérodatnou odchylku u muzii rovnou hodnoté 5.8 cm
a u zen 5.1 cm. Vime ale také, ze muzi jsou v priméru vyssi nez zeny. Rozdil ve smé-
rodatné odchylce mtze byt proto proporcionalni rozdilu v pramérné vysce. Vypocitame
proto prumérnou vysku v souboru muzi (feknéme 174 ¢cm) a v souboru zen (168 cm). Va-

ria¢ni koeficient pak stanovime jako podil smérodatné odchylky a primérné hodnoty: s/z.
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Vysledek bude priblizné 3.33 % pro muze a 3.04 % pro Zeny. Relativni variabilita je tedy

v nasem souboru skutecné vyssi u muzu nez u zen.

Vsimnéme si, ze variacni koeficient je bezrozmérnou jednotkou a lze strucéné vyjadrit
v procentech. Tento ukazatel tedy udava, z kolika procent se smérodatné odchylka ,vepi-
suje* do aritmetického priméru. Dodejme vSak, ze variacni koeficient nelze pocitat vzdy.
Aby nalezena hodnota méla smysl, musi sledovany statisticky znak odpovidat mnozstvi
néceho — tedy hodnota 0 musi znamenat nulové mnozstvi a hodnota 1 musi byt skutecné
polovina z hodnoty 2 (pozadujeme tedy, aby zkoumana proménnd byla dle terminologie
Stanleyho Stevense na pomérové trovni). Napriklad u zminované inteligence nebo stupnu

Celsia by varia¢ni koeficient nemél zadny smysl.

3.5.3 Variabilita kvalitativniho znaku

Pokud pracujeme s kvalitativnimi znaky, jako je tfeba barva oc¢i nebo oblibena hudebni
skupina, je zjevné, ze zadny z vysSe uvedenych ukazatelit nema smysl pocitat a interpre-
tovat. Presto bychom mohli chtit kvantifikovat miru rozmanitosti. Mohli bychom se treba
tazat, jestli v rozsdhlém vyzkumném souboru panuje vétsi rozmanitost mezi muzskymi
jmény nebo zZenskymi. Ukazatel, ktery hleddme, by zfejmé mél nabyvat nejnizsi hodnoty
tehdy, pokud by se vSichni muzi jmenovali (respektive vSechny Zeny jmenovaly) stejné, a
maximalni hodnoty tehdy, kdyby zadni dva lidé neméli stejné jméno. Tyto vlastnosti mé
takzvana mutabilita.

Mutabilita nabyva hodnoty od 0 do 1 a vyjadiuje pravdépodobnost, Zze pokud z na-
seho souboru nahodné vybereme dva prvky, tak ty budou mit rozdilnou hodnotu sle-
dovaného znaku. Pomoci kombinatorickych pravidel mizeme snadno odvodit vzorec pro
vypocet mutability jako pocet vsech dvojic, kde maji prvky rozdilné tirovné znaku, vydé-
leny poc¢tem vsech moznych dvojic. Ma-li sledovany znak k tirovni s absolutnimi ¢etnostmi
f1, fay - -+, frx, pak mutabilita M bude rovna

o fin—f)  n? =30

M= n(n —1) ~ n(n—1)

Stahneme-li si data ze stranek Ceského statistického tiadu, zjistime, Ze mutabilita muz-
skych jmen je priblizné 0.973, zatimco zenskych 0.983. V obou pripadech jsou tedy jména
vysoce variabilni, u Zen o néco vice nez u muzi.

Je zjevné, ze pokud m4 sledovany znak jen omezené mnozstvi trovni (k < n), nemuze

n(k—1)
k(n—1)"

nikdy mutabilita dosdhnout hodnoty 1. Maximalni hodnota je pak rovna vyrazu
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3.6 Vybérova sikmost a Spicatost

Zmame-li hodnoty mér polohy i variability statistického znaku, mame jiz jakousi predstavu
o tom, jak jsou pozorované hodnoty usporadany. Nase znalost je vSsak ponékud mlhava —
pokud bychom si tfeba chtéli predstavit, jak by asi vypadal histogram vytvoreny z nasich
meéreni, zjistime, ze tyto dva tdaje nam zdaleka nestac¢i. Nasi znalost miizeme vyrazné
zpresnit pomoci dalsich dvou charakteristik — vybérové Sikmosti a vybérové spicatosti.
Vybérova Sikmost (anglicky skewness) je ukazatelem toho, do jaké miry je uspota-
dani nalezenych hodnot symetrické kolem jejich aritmetického priméru. Budeme ji znadit

pismenem b a vypocitame ji podle vzorce'®

: i (i — i’)g

b:n

)

53
kde 7 je aritmeticky primér a s vybérova smérodatnd odchylka znaku.

Jsou-li hodnoty symetricky uspotadané kolem priméru, sikmost je vzdy rovna nule.
Pokud je sikmost zédporna (b < 0), znamena to, ze ndhodna veli¢ina se Castéji realizuje
s nadprimérnymi hodnotami. V histogramu se to projevi protazenim levého chvostu.
Naopak zesikmeni v kladném sméru (b > 0) odkazuje k Castéjsim realizacim hodnot
pod priimérem, coz se v histogramu projevi protazenim pravého chvostu.™ Sikmost tedy
muzeme chapat jako miru asymetrie. Obrazek 23 znazornuje histogramy znaku s kladnou,
nulovou a zapornou vybérovou sikmosti.

A¢ jsme o sikmosti nehovorili v kapitole o ¢iselnych charakteristikach ndhodné veli¢iny,
dodejme, ze vybérova sikmost je protéjskem teoretické Sikmosti, pomoci které popisujeme
rozdéleni ndhodné veliciny. Opét by platilo, ze symetrickd rozdéleni (naptiklad norméalni

¢i Studentovo) maji sikmost nulovou.

Druhou mirou, se kterou se setkdvame jiz o poznani méné, je vybérova spicatost
(nékdy téz nazyvana exces, anglicky excess kurtosis). Zatimco Sikmosti ma smysl se za-
byvat zejména u nesymetrickych rozdéleni, Spicatost nas zajima tehdy, kdyz je rozdéleni
znaku symetrické. Spicatost kvantifikuje, do jaké miry jsou hodnoty koncentrované kolem

aritmetického primeéru. Pro oznaceni zvolime pismeno g a hodnotu vypocitame dle vzorce

(- o)

| -3,

9

100znaceni sikmosti i $picatosti se nap¥ic literaturou riizni. Bézné se setkavame napiiklad s oznacenim
a a .V tomto textu vSak Feckd pismena pouzivame k jinému téelu (zejména k oznaceni parametri) a
vybérovym mirdm rezervujeme pokud mozno maléd pismena z latinky.

117de mimochodem vidime, Ze medidn je skuteéné robustnéjsi mirou polohy neZ aritmeticky prameér.
Ten byva snadno ,vytazen“ smérem k odlehlejsim hodnotdm, zatimco medidn jimi zustava prakticky
nedotcen. U kladné zeSikmenych distribuci proto lezi prumér nad medidnem, u zaporné zesikmenych pod
medidnem.
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Obrazek 23: Histogramy demonstrujici vybérovou sikmost

|| b=3.5

b=-1.3

Slovné bychom oznacili ¢erveny znak za kladné zesikmeny a modry za zaporné zesikmeny. Zeleny
znak je symetricky, a jeho sikmost je tak rovna nule.

Cislo 3 odeéitame z toho divodu, aby hodnotém, které pochazeji z normalniho rozdélen,
nélezela v pruméru vybérova $picatost 0 (normélni rozdéleni by jinak mélo Spicatost 3).
Po této korekci pak vlastné Spicatost znaci, o kolik je tvar rozdéleni sledovaného znaku
$pi¢até&jsi nez normalni rozdéleni.'?

Ctenéfi se miize zdat obtizné predstavit si kvalitu, kterou $pi¢atost popisuje, a zejména
pak odlisit koncentraci hodnot kolem primeéru od rozptylu. O néco snadnéjsi miize byt
predstava toho, zda je vétSina hodnot ,nahusténa“ kolem priméru, nebo naopak zda se
meéreni hromadi u krajnich hodnot, tedy bliz k minimu a maximu. Je-li u kraja velké
mnozstvi hodnot, ma rozdéleni zapornou $picatost (¢ < 0) a oznacujeme jej jako platy-
kurtické. Tohle rozdéleni je plossi nez Gaussovo; nékdy téz rikame, ze jde o rozdéleni
s tézkymi chvosty (heavy-tailed distribution). Naopak rozdéleni, kde se vétsina hodnot
koncentruje kolem pruméru, mé kladnou Spicatost (g > 0) a oznacujeme jej jako lepto-
kurtické. Toto rozdéleni je Spicatéjsi nez normalni a hovorime o ném jako o rozdéleni
s lehkymi chvosty (light-tailed distribution). Pro leptokurticky rozdélené znaky je typicka
nachylnost k odlehlym pozorovanim. Pripady platykurticky i leptokurticky rozdélenych
znaku ilustruje obrazek 24.

Vybérova Spicatost je opét vybérovym protéjskem teoretické Spicatosti, kterd analo-

gickym zplisobem popisuje tvar grafu hustoty pravdépodobnosti nahodné velic¢iny.

12Dodejme, ze nékteré programy, napiiklad STATISTICA, pouzivaji alternativni definici §ikmosti a

n "(z;—7)3 n(n " T;—T 4_3(n— " T;—T 2)?
$picatosti. Jde o pomérné krkolomné vztahy b = (nz—:li)gnL—Q)iS' ag= ) ((n—l))(n—SQ()(nl—)S();:i (i=2)") )

Nalezené hodnoty priblizné odpovidaji nasim takzvanym momentovym definicim. V pripadé spicatosti se
také muzeme setkat s definici, kdy se ve vypoc¢tu neodecitd trojka. V anglicky psané literature se proto
rozliSuje excess kurtosis (s minus trojkou) a kurtosis (bez ni).
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Obrazek 24: Histogramy demonstrujici vybérovou sSpicatost
Mg=2
g=-1.7

Slovné bychom oznacili ¢erveny znak za leptokurticky rozdéleny, zeleny a modry za platykurticky
rozdéleny.

3.7 Miry zavislosti statistickych znaki

Doposud jsme mluvili o vlastnostech jediného statistického znaku. V praxi se vsak obvykle
setkdvame se situaci, kdy na kazdém prvku statistického souboru pozorujeme hned nékolik
znakl. Zajima nas pak, jak spolu tyto znaky souviseji — jestli na zdkladé hodnoty jednoho
znaku muzeme néco predpokladat o hodnoté jiného znaku. Ke kvantifikaci tésnosti vztahu

dvou statistickych znaki pouzivame radu ukazateli.

3.7.1 Vybérova kovariance

S pojmem kovariance jsme se setkali jiz v kapitole 2.5.3 o ¢iselnych charakteristikach na-
hodnych veli¢in. Jednalo se o urc¢itou hodnotu, kterda vyjadiuje mnozstvi rozptylu, ktery
spolu dvé ndhodné velic¢iny sdileji. Vybérova kovariance je empirickym protéjskem této
teoretické kovariance ndhodnych veliéin a jeji interpretace je analogicka. U kvantitativniho
statistického znaku dokazeme stanovit vybérovy rozptyl. Vybérova kovariance pak rikd,

kolik tohoto rozptylu dva statistické znaky sdileji.

Pro porozuméni vypoc¢tu kovariance ndm pomiize znalost vypoctu vybérového roz-

v v v o\ ’ 2 1 n —\2 71X
ptylu. Pfipomeiime, Ze ten miizeme ziskat ze vztahu s; = —5 > | (z; — 7)°. Vybérovou

kovarianci s,, na skupiné n dvojic hodnot (x,y) pak vypocitame jako

1
n—1

S:cy ==

> 0) - (= ).

7 vyse uvedeného je patrné, ze kovariance s,, je totéz co vybérovy rozptyl hodnot znaku

x. Taky mtzeme vidét, ze kovariance nabyva libovolnych hodnot, kladnych i zadpornych,

nicméné nikdy nepiekroci hodnotu /s2 - s2. Kladnd kovariance znaci, Ze vysoké hodnoty
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znaku x souviseji s vysokymi hodnotami znaku y. Zaporna kovariance by pak znacila, ze
vysoké hodnoty znaku x se poji spise s nizkymi hodnotami znaku y. Nulova kovariance
by odpovidala situaci, kdy na zakladé znalosti velikosti znaku z nemuzeme rozhodnout,
jestli znak y bude nabyvat spiSe vyssi, nebo spise nizsi hodnoty. Pokud by znak x nebo y
mél nulovy rozptyl (vSechny hodnoty by tedy byly stejné), vybérova kovariance by byla
také nulova.

Vy$e uvedeny vzorec lze prepsat do tvaru, ktery muze byt v nékterych pripadech

Zn T;Y; —nTY
i—1 LiYi Y
n—1 :

vypocetné jednodussi: s;, =

Vybérovou kovarianci obvykle pro popis tésnosti vztahu nepouzivame — svou roli hraje
spis jako dil¢éi krok pri fadé dalsich vypocti. Pro prezentaci neni vhodné jednak proto, ze
nam jeji vyse sama o sobé na prvni pohled moc informaci neposkytne, a také proto, ze
pokud bychom chtéli zjistit, co je jednotkou kovariance, nasli bychom opravdu podivné
veli¢iny. Napriklad pri zkoumani souvislosti inteligence a télesné vysky by jednotka byla

body IQ) krat centimetry.

3.7.2 Pearsonuv korelaéni koeficient

Pearsonuv korelacni koeficient je bezpochyby nejoblibenéjsim ukazatelem zavislosti dvou
kvantitativnich statistickych znakt. Jeho obliba plyne mimo jiné z toho, zZe tento koeficient
se nepotyka s neduhy, kterymi byla zatizena kovariance. Pearsonovo r, jak tento koeficient
znacime, nema zadnou jednotku, jeho hodnota je jen ¢iselna. A predevsim: ma pevné dané
hranice, ve kterych se mize pohybovat. Hodnota Pearsonova korelacniho koeficientu
vzdy lezi v intervalu [—1,1].

Tyto vlastnosti nam davaji moznost hodnoty r srovnavat mezi sebou, bez ohledu na
to, o které znaky jde, a stejné tak muzeme pri jediném pohledu na toto ¢islo prohlasit,
jestli je jeho hodnota vysoka nebo nizka. Ve spolecenskych védach mtzeme interpretovat

velikost korela¢niho koeficientu napriklad takto:

lr] < 0.1 zanedbatelny vztah,
Ir| < 0.3 slaby vztah,
Ir] < 0.5  stfedné silny vztah,

|r] > 0.5  silny vztah.

Toto slovni vyjadfeni nepredstavuje zadny zavazny predpis. V nékteré situaci se ndm
muze zdat korelacni koeficient rovny hodnoté 0.7 jako relativné malo a jindy je uz 0.3
podivuhodné mnoho. Obecné ale miizeme tict, ze predevsim v psychologii, kde vzdy do
hry vstupuje nespocet rusivych vlivii, takze vysokych hodnot se dockame jen ziidka,

predstavuje koeficient korelace nad 0.5 pozoruhodné vysokou hodnotu.
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Kdyz je korelacni koeficient roven hodnoté 1.0, znamena to, ze mezi obéma znaky
existuje prfima tmeéra, tedy ze hodnotu jednoho znaku miizeme bezchybné spocitat po-
moci hodnoty druhého znaku a naopak. Kdyby naptiklad hmotnost a vyska ¢lovéka byly
korelované s hodnotou r = 1, tak by kazdy ¢lovék, ktery méri 170 cm, vazil (Ffeknéme)
58 kg, kazdy, kdo méri 180 c¢m, by vazil tieba 70 kg a kazdy, kdo méri 190 cm, by vazil
tfeba 82 kg. Zadné dalsi faktory by zde nehraly roli — oba znaky by byly dokonalé svazané
(a ¢lovek by nemohl pribrat nebo zhubnout, pokud by se nezménila jeho télesna vyska).
Je zjevné, ze pomérné silny vztah mezi vyskou a hmotnosti ¢lovéka existuje, ale bohuzel
to zcela jisté neni 1.0. Korelace rovnd minus jedné by hovorila o opaku, a vysoké hodnoty
jednoho znaku by byly asociovany s nizkymi hodnotami druhého znaku.

Pearsontv korelac¢ni koeficient neni nic jiného nez kovariance, kterou uréitym zpuso-
bem standardizujeme. Tuto standardizaci provadime vydélenim kovariance smérodatnymi

odchylkami prvniho i druhého statistického znaku. Pro znaky z a y tedy plati

Say
Sp - Sy

Tay

kde s,, zna¢i vybérovou kovarianci mezi dvojicemi hodnot (x,y), s, je vybérova sméro-
datné odchylka znaku x a s, je vybérova smeérodatna odchylka znaku y.

Dosadime-li za kovarianci vzorec pro jeji vypocet, dostaneme pri rozsahu souboru n

tento tvar:

(n—1)- 5,5, n—1=\ s, Sy

Do rovnice muzeme dosadit i vzorce pro vypocet vybérového rozptylu a ziskat tak tvar,
kdy korela¢ni koeficient vypocitavame primo z naméfenych dat bez mezivypoctu. Ten

vypada naptiklad takto:

n 2?21 TilY; — 2?21 Zg + 2?21 Y;

¢ (et = (Smw)’) - (nZimw? - (Sw)) |

Nebo pfi znalosti aritmetickych priméri z a y i smérodatnych odchylek s, a s, takto:

r:):y -

D1 TiYi — Ty
(n—1)8z-8,

Toy =

Ne prekvapivé nas vSechny vyse uvedené vzorce dovedou identickému vysledku.
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Je uziteéné znat nékolik vlastnosti Pearsonova korela¢niho koeficientu:

o Pearsontiv korela¢ni koeficient je symetricky — poradi sledovanych znakii nehraje
roli. Tedy 74y = 7yqe.

o Pearsontiv korelacni koeficient se neméni, pokud hodnoty x nebo y transformu-
jeme pomoci libovolné linearni transformace. Linearni transformaci se rozumi to, ze
ke vSsem hodnotam pri¢teme néjakou konstantu nebo je néjakou konstantou vyna-
sobime. Tedy pro libovolna ¢isla a,b, c a d plati 74, = 74046, c-y+a- Cisla a a ¢ v8ak
museji mit stejné znaménko. Kdyby jedno bylo zdporné a druhé kladné, znaménko
korela¢niho koeficientu by se obratilo.

o Pokud je Pearsontiv korelacni koeficient roven nule, neznamena to, ze mezi pozorova-
nymi znaky neexistuje zadny vztah; pouze tfeba neni linedrni. Pearsonova korelace
je totiz mirou linedrnich vztahi (tedy tméry). Pokud bychom napiiklad sledovali
na skupiné uciteli vztah mezi rychlosti jejich fec¢i pti vykladu a schopnosti predat
studenttim probiranou latku, mohli bychom dojit k nulové hodnoté korelacniho ko-
eficientu. Pritom by mohlo byt na prvni pohled patrné, zZe nejlepsi vysledky maji
ucitelé, kteri mluvi stfedni rychlosti, protoze prilis pomalé a prilis rychlé ucitele je
pro studenty obtizné pri vykladu sledovat.

o Pearsontiv korela¢ni koeficient fika pouze to, ze vysoké hodnoty znaku x jsou do-
provazeny spise vysokymi (nebo nizkymi) hodnotami znaku y. Nic uz vsak nerika
o piivodu této zavislosti. Ciselnd hodnota ndm sama o sobé nepiinasi zadnou in-
formaci o sméru kauzality mezi obéma znaky, dokonce ani o tom, jestli zde néjaka
kauzalita vibec existuje.

o Pokud Pearsontv korela¢ni koeficient neni roven 1 nebo —1, tak u jednotlivého
prvku statistického souboru nemtzeme na zakladé znalosti hodnoty jednoho znaku
rozhodnout se 100% jistotou o hodnoté druhého znaku. Pokud tedy t¥eba vime, Ze
mezi inteligenci a vysi mésiéniho prijmu existuje kladna korelace, tak nemiizeme
s jistotou prohlésit, ze v souboru neni ani jeden chudy génius.

o Pearsontv korelacni koeficient je velmi citlivy na pritomnost odlehlych pozorovani.

o Pearsontiv korela¢ni koeficient tradi¢né pocitame jen na kvantitativnich statistickych
znacich (a¢ déle zjistime, Ze tento ukazatel méa nékolik variant, které rozsiruji jeho

vyuziti).

3.7.3 Dalsi varianty Pearsonova korela¢niho koeficientu

Pearsontv korelacni koeficient je suverénné nejcastéji pouzivanou mirou zavislosti. Nekdy
se sice setkavame i s jinymi ukazateli zavislosti, vétsinou jsou to vsak pouze specialni

pripady Pearsonova korelacniho koeficientu nebo ukazatele z néj odvozené.
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Tabulka 2: Ctyipolni tabulka pro vypocet koeficientu T¢

‘yzl y:O‘celkem

r=1 nii nig N1e
r=0 no1 Noo N0e
celkem ‘ Tel e ‘ n

Zminovali jsme, ze Pearsontuv korela¢ni koeficient je uziteény, pouze pokud srovnava-
me hodnoty dvou kvantitativnich znakiti. To vsak neni zcela pravda. Pokud by jeden ze
sledovanych znakt nabyval pouze dvou hodnot (feknéme 1 a 0), mohli bychom beze zmény
pouzit vzorce z predeslé podkapitoly a Pearsontiv korela¢ni koeficient vypocitat. Hovorili
bychom pak o bodové-biseridlnim korelaénim koeficientu a znacili bychom jej rp,
(z anglického point-biserial).

Ptvodni vzorec vsak mizeme vyrazné zjednodusit. Soubor rozdélime na dvé skupiny
podle trovni nula-jednickové proménné — v jedné ma tento znak hodnotu 0 a v druhé 1.
Daéle spocitame prumeéry kvantitativni proménné v téchto skupinach a oznacime je xg a ;.
Rozsahy skupin (tzn. pocet nul a pocet jednicek) oznacime ng a n;. Nakonec spoéitame
smérodatnou odchylku kvantitativniho znaku v celém souboru n pozorovani bez ohledu
na skupinu (oznac¢ime ji s,). Bodové-biserialni korela¢ni koeficient si pak muzeme pied-
stavit jako rozdil mezi primeéry téchto skupin, ktery jsme néjakym zpiisobem nanormovali

pomoci smérodatné odchylky a rozsaht skupin:

T1— To ning

= Sz n(n—1)

V nagich tvahach muzeme jit jesté dal a predstavit si situaci, kdy oba sledované znaky
nabyvaji jen dvou hodnot (opét feknéme 1 nebo 0). Opét bychom mohli i na tomto souboru
spoc¢itat Pearsonuv korela¢ni koeficient. Ted bychom jej vsak nazvali koeficient ¢ (,,fi“)
a znacili jej r4. Vzorec pro jeho vypocet mizeme i v tomto pripadé zjednodusit. Staci
si uvédomit, ze kazda statistickd jednotka muze pattit do jedné ze ctyt kategorii: 1-1,
1-0, 0-1 a 0-0. Cetnosti téchto kategorii pak zapiseme do takzvané ctyipolni tabulky (viz

tabulka 2) a koeficient 7, snadno ziskame ze vzorce

n11Moo — N1oNo1

7"¢ =
vV 1eT0eTe0Tle1

Koeficient r, méa vétsinu vlastnosti shodnou s Pearsonovym korelacnim koeficientem, z né-
hoz je odvozen. Jedinym rozdilem, ktery byva c¢asto uvadén jako nedostatek koeficientu

T4, je to, ze se jeho hodnota ne vzdy pohybuje v celém intervalu [—1,1]. Cely interval
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vyuziva pouze tehdy, kdyz je pocet jedni¢ek v jedné skupiné stejny jako pocet jednicek
anebo nul v druhé skupiné. Vezméme si napriklad soubor 50 muzu a 50 zen. Kdyby 5
jedinct z tohoto poctu byli levaci a shodou okolnosti vsech 5 levakia byli muzi, koeficient
r4 pro pohlavi a lateralitu nebude mit hodnotu 1, ale jen 0.23, protoze tésnéjsi zavislost
pro dané pocty levaki a muzu jiz vzniknout nemize. Rozhodnuti, jestli je dany vztah

silny, nebo slaby, se pak stane ponékud nejisté.!?

3.7.4 Spearmanuv korelac¢ni koeficient

Zminili jsme, ze Pearsontiv korelacni koeficient je velmi citlivy na odlehla pozorovani. Po-
kud jsou v souboru pritomna, pak ¢asto davame prednost robustnéjsim miram zavislosti.
Takovymto robustnim ukazatelem je Spearmantv korelacni koeficient r,. Opét se jedné
o miru zavislosti odvozenou z Pearsonova korela¢niho koeficientu, nicméné tentokrat data
pred vypoctem sefadime podle velikosti a pivodni hodnoty nahradime jejich poradim.

Predstavme si situaci, kdy sledujeme dva kvantitativni znaky a chceme stanovit miru
jejich zavislosti. Pii vypoctu Spearmanova korela¢niho koeficientu bychom nejprve kaz-
dému prvku prideélili jeho poradi dle znaku x a jeho potadi dle znaku y. Tedy prvek,
ktery ma nejmensi hodnotu znaku z a treti nejmensi hodnotu znaku y, by mél poradové
hodnoty 1 a 3. Na takto ziskanych poradovych hodnotach bychom spocitali Pearsontiv
korelacni koeficient tak, jak jsme zvykli.

Vzorec se vSak da opét zjednodusit. Uvédomme si, Ze rozptyl i primér poradovych

hodnot je zavisly pouze na poctu pozorovani. Mohli bychom jej proto upravit do tvaru

DY

e = n(n?—1)’

kde d; je rozdil mezi poradim v hodnoté znaku x a y u i-tého prvku.

V praxi se muzeme casto setkat s komplikaci — néktera méreni mohou prinést stejné
hodnoty, a my pak nemiizeme jednoznac¢né rozhodnout o jejich potradi. Tehdy stanovujeme
takzvand priumeérnd poradi (anglicky midranks). Ziskame je tak, ze zprimérujeme vSechna
poradi, ktera by méla shodna méreni dostat, a takto ziskanou hodnotu jim prisoudime.
Tedy pokud tii méreni maji tutéz hodnotu a jedna se o nejmensi hodnotu z celého souboru,
tak vSem tfem prisoudime poradi 2 (jelikoz # = 2). Pokud pouzijeme prumérna
poradi, pak vySe uvedeny vzorec nevede ke spravnému vysledku a my musime sahnout po

puvodni, nezjednodusené formuli pro vypocet Pearsonova korelacniho koeficientu.

13Nektef{ statistici proto navrhuji délit ziskanou hodnotu koeficientu r, maximalni hodnotou, které

NieNe0 TNe1M0e

muze pri danych ¢etnostech 11, Mge, o1, Neg dosdhnout. Ta je rovna mensi z hodnot \/”'1”0' a \/”1'”"’
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Pro Spearmantiv korelac¢ni koeficient plati fada poznatki, které jsme jiz uvadéli v pod-

kapitole o Pearsonové koeficientu. Zminme, v ¢em se oba koeficienty lisi:

o Spearmantv korelacni koeficient mizeme pocitat i tehdy, kdyz nemame k dispozici
puvodni hodnoty. Sta¢i ndm znét jen jejich poradi u obou znaki.

e Spearmantuv korela¢ni koeficient je vysoce robustni. Vlivu odlehlych pozorovani se
jednoduse zbavi prevedenim hodnot na potadi.

o Spearmantuv korela¢ni koeficient kvantifikuje jakoukoli monoténni zavislost, nikoli
pouze linedrni (na rozdil od Pearsonova koeficientu). Pokud tedy plati, ze y = 22, tak
pro kladné hodnoty = bude Spearmantv korelacni koeficient roven jednic¢ce (zatimco

Pearsonuv koeficient by vychazel ziejmé nizsi).

3.7.5 Bodovy graf

Vyjadiime-li silu vztahu mezi dvéma statistickymi znaky pomoci jediného c¢isla, dopou-
Stime se pochopitelné zna¢né redukce. Casto bychom proto dali prednost moznosti na
vlastni oc¢i vidét, jakym zpiisobem spolu jsou namérené hodnoty svazany. K tomu nam

slouzi bodovy graf (anglicky scatterplot).

Bodovy graf vytvorime tak, ze na iksovou osu umistime hodnoty jednoho znaku (tfeba
z) a na ypsilonovou druhého (y). Jednotlivé prvky statistického souboru pak zakreslime
jako symboly umisténé na souradnicich danych namérenymi hodnotami znaka z a y.
Mozny vysledek mtuzeme vidét na obrazku 25.

Pokud mezi namérenymi hodnotami existuje smysluplny vztah, nejspis jej odhalime
na prvni pohled. Vsimnéme si, ze bodovy graf mize prozradit vice nez jakykoli koeficient
— jsou na ném patrnd odlehld pozorovani a rozeznat dokazeme nejen linearni (nebo obecné
monoténni) vztahy, ale obecné jakékoli druhy zavislosti.

Na urcitd omezeni mizeme narazit, kdyz jeden ¢i oba sledované znaky nabyvaji jen
malého poctu riiznych hodnot. Tteba kdyz nas bude zajimat, jestli u skupiny skolaki néjak
souvisi znamka z matematiky se znamkou z cestiny, celkové budeme moct pozorovat jen
25 ruznych dvojic hodnot. Tedy i kdybychom vyzpovidali nékolik stovek skoldkt, nebude
graf obsahovat vice nez 25 bodi, a témér tak ztrati vypovidaci hodnotu (viz obrézek
26a). Problém lze vyftesit tak, ze k takto zaméfenym hodnotdm piicteme ndhodnd ¢isla
(obvykle pochézejici z normélniho rozdéleni se stfedem v nule a s malym rozptylem),
ktera interpretaci nijak nezméni, ale umozni ndm z obrazku vy¢ist potifebnou informaci
(viz obrazek 26b).

Obecné doporucujeme pri vypoctu korelacniho koeficientu vzdy, pokud to ma smysl,

zobrazit data pomoci bodového grafu a zkontrolovat, jestli jsme zvolili vhodnou metodu.
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Obrazek 25: Ukazka bodového grafu
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Studenti dostali k zapamatovani 30 dvojic slov. Slo bud o vyrazy, které se obvykle vyskytuji
pospolu (cestny hrac), nebo o bizarni kombinace (trucovity kvétinac). Graf znézornuje, kolik
slov si studenti vybavili po rtizné dlouhé prodlevé, kdyz jim bylo feceno vzdy prvni slovo z dvo-
jice. K odliseni dvou skupin jsme pouzili rizné barvy znacek. Z obrazku je patrnd nelinearni
monoténni zavislost u obou skupin.

Obrazek 26: Bodovy graf pti malém mnozstvi tirovni znakt
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Vztah znamky z matematiky se znamkou z ¢estiny na souboru 100 zékid. Vlevo jsou pouzity
skute¢né hodnoty, vpravo byl uméle pridan rozptyl pro nazornéjsi zobrazeni.
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4 Statistické odhady

V této kapitole konecné dojde k tomu, na co byl ¢tenar v predeslych ¢astech textu po-
stupné pripravovan. Teoreticky svét nahodnych veli¢in se potka se svétem nasi kazdodenni
zkusenosti — vypravéni o ndhodnych veli¢inach propojime s vypravénim o popisné statis-
tice.

Jiz. diive jsme zjistili, ze k iplnému popisu chovani nahodné veli¢iny nam staci znat
jeji rozdéleni pravdépodobnosti, respektive prislusnou distribuéni funkci. Ve cvicenich
(kapitoly 6.4 a 6.5) jsme diky této znalosti stanovovali pravdépodobnosti libovolnych néa-
hodnych jevi, které dana ndhodné veli¢ina popisuje, jelikoz ndm byly v zadani sdéleny
vlastnosti jeji distribu¢ni funkce. V praxi jsme vsak o tuto informaci obvykle ochuzeni.
Moznych distribu¢nich funkci existuje neomezené mnoho a my jednoduse nevime, kterd
patii nasi nahodné veli¢iné, a nemuzeme tedy o jejim chovani fict témér nic.

Vzpomenme si vSak, ze jsme v této plejadé rozdéleni pravdépodobnosti pojmenovali
nékolik rodin (naptiklad rodinu normélnich rozdéleni, binomickych rozdéleni a tak dal),
jejichz vlastnosti ndm jsou dobfe zndmé. Kdybychom zjistili, ze které rodiny dané rozde-
leni pochézi, pak by ndm schazela jedina informace, abychom z dané rodiny mohli vybrat
jedno konkrétni rozdéleni pravdépodobnosti, a nase znalost tak byla tplna. Tou chybéjici
informaci jsou hodnoty jeho parametri. Kdybychom napriklad védéli, ze ndhodna veli-
¢ina, kterd popisuje, jak daleko dohodi Zik sedmé tridy micem, mé rozdéleni N (u,0?), pak

2

by stacilo znat hodnoty p a ¢ a mohli bychom tvrdit, ze o této ndhodné veli¢iné vime

vse. K dokonalému poznani nahodné velic¢iny tedy potfebujeme mit dvé informace:

o 7 jaké rodiny pochazi rozdéleni pravdépodobnosti této ndhodné veliciny,

e jaké jsou hodnoty parametri tohoto rozdéleni.

U kazdé rodiny rozdéleni pravdépodobnosti jsme hovorili o tom, jak toto rozdéleni vznika.
Tato znalost nam pomiize vybrat tu spravnou rodinu pro nasi zkoumanou nahodnou ve-
licinu. Treba v nahodné veli¢iné pocet licu, které padnou pri hodu deseti mincemi na
prvni pohled rozezndme binomické rozdéleni. Kdybychom zkoumali tfeba hladinu néja-
kého biologického ukazatele u zdravého ¢lovéka, pak bychom nejspis ocekavali normalné
rozdélenou velicinu. Mame-li k dispozici nékolik realizaci této nahodné velic¢iny, miize nam
v nasich tvahach pomoci jejich histogram. Pravdou vsak je, ze ne vzdy si budeme nasi
volbou jisti, a nékdy dokonce ani spravnou rodinu rozdéleni nenajdeme. Dobrou zpravou
ale muze byt to, ze vétsina statistickych postupti si zachovava vysokou presnost, i kdyz se
skutecny tvar distribuc¢ni funkce ndhodné veli¢iny mirné odliSuje od tvaru, ktery ji prisu-
zujeme. Typicky jde o situaci, kdy predpokladame normalni rozdéleni u mirné zesikmené

¢i jinak deformované nahodné veli¢iny.
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Ciselné hodnoty parametri nicméné podobnym zpiisobem najit nedokazeme. MiiZzeme
vsak zaznamenat nasi zkusenost tak, jak jsme se ucili v kapitole o popisné statistice, a na

zakladé téchto zaznamu hodnotu daného parametru odhadnout.

4.1 Nahodny vybér a statistiky

Drive nez se seznamime s logikou statistickych odhadi, musime vymezit nékolik pojm1,
bez kterych se pii hovorech o dalsich statistickych postupech neobejdeme. Ustfednim
pojmem, ktery byva neziidka chapan zcela mylné, a to bohuzel i v fadé ucebnich text,
je ndhodny vybér. Pri¢inou nepochopeni je ziejmé fakt, ze zavedeni nahodného vybéru
vyzaduje ponékud neintuitivni myslenkovy trik, ktery pti prvnim setkani vyvola u vétsiny
posluchacti krouceni hlavou. Ovsem jen do té doby, nez zjisti, jak uzitecny nastroj ziskali.
Predstavme si ndhodny vybér na nasledujicim prikladu.

V ramci dopravné-psychologického vyzkumu si klademe otazku, jakou rychlosti pro-
jizdéji tidic¢i urcitym mistem na rychlostni silnici. Postavime tedy na dané misto ¢lovéka
s radarem, ktery jednou za ¢as namatkou zméri rychlost pravé projizdéjiciho auta. Timto
zpusobem ziskame n namérenych hodnot. Doposud jsme byli zvykli tuto situaci popisovat
pomoci ndhodné veli¢iny rychlost projizdéjiciho auta (strucné X), kterd ma néjaké roz-
déleni pravdépodobnosti. V nasem piipadé feknéme, Ze to je N(80,10?). Tuto ndhodnou
veli¢inu nechdme n-krat realizovat a ziskanych n hodnot, tieba (78,87,96,73,88,...,75),
ozna¢ime (x1, T9, T3, T4, Ts, . . ., T). Pro namérené hodnoty muzeme, jak jsme zvykli, spo-
c¢itat néjaké vybérové charakteristiky, napriklad aritmeticky priamér x = % Yo wp = T8.5.

Na tentyz problém se muzeme podivat druhym, méné piimocarym zpusobem. Pro
kazdé z nasich n méfeni si ndhodnou veli¢inu pojmenujeme jinak. Nebudeme tedy praco-
vat s ndhodnou veli¢inou rychlost projizdéjiciho auta (X), ale s veli¢inami rychlost pruniho
auta (znacme X1), rychlost druhého auta (Xs) a tak dél az po X,,. Tuto usporadanou entici
nahodnych veli¢in (X7, Xo, X3, Xy, X5, ..., X,,) budeme nazyvat ndhodny vybér. Vsech
n ndhodnych veli¢in je pochopitelné tiplné stejnych (tzn. maji stejné rozdéleni pravdé-
podobnosti), lisi se jen tim, Ze jsme jim dali riznd jména. V nasem piipadé tedy plati
X1 ~ N(80,10%), Xy ~ N(80,10%),..., X,, ~ N(80,10%). Aby skutecné $lo o ndhodny
vybér, musi nase nahodné veli¢iny spliovat jesté jednu podminku: musi byt vzajemné
nezavislé. Nahodny vybér o rozsahu n je tedy usporadana entice nezavislych
nahodnych velic¢in s identickymi rozdélenimi pravdépodobnosti. Podminku iden-
tického rozdéleni pravdépodobnosti zajistime tim, Ze vsechna pozorovani budeme prova-
dét za stejnych podminek, nezavislost v nasem pripadé pojistime casovymi odstupy mezi
jednotlivymi mérenimi, aby se fidi¢i svym chovanim nemohli ovliviiovat. Nasich n nameé-
renych hodnot (x1,xe, z3, 4, Ts5, . .., T,) predstavuje jedinou realizaci ndhodného vybéru
X.
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Co jsme touto uvahou ziskali? V kapitole o popisné statistice jsme predstavili nespocet

ukazatelt, jejichz hodnotu dokazeme vycislit pro néjakou entici méreni (1, xo, ..., z,),
piipadné entici dvojic méfeni ((xl,yl), (x2,%2)5 -+, (xn,yn)) u korela¢nich koeficienti.

Diky nahodnému vybéru muzeme entice hodnot (zq,zs,...,z,) nahradit obecné enti-
cemi ndhodnych veli¢in (X7, X5, ..., X,,). Tedy tfeba misto aritmetického pruméru z =
L3 | x; miZeme obecné uvazovat o aritmetickém priméru X = Ly X, Jiz vime, Ze
libovolné kombinace ndhodnych veli¢in je také ndhodna veli¢ina, tedy i na§ pramér X je
nahodnou veli¢inou se svou distribucni funkci, stfedni hodnotou, rozptylem atd. Funkce,
jejimz argumentem je nahodny vybér, se nazyva vybérova funkce neboli sta-
tistika. To, 7Ze se termin statistika shoduje se jménem celého védniho oboru, neni nahoda.
Statistiky jsou ustfednim tématem tohoto i vSech navazujicich kurzt. S trochou nadsazky
muzeme Tict, ze timto odstavcem kondci tivod tohoto textu a zacind opravdova statistika.
Vsechny vzorce z kapitoly o popisné statistice si mizeme predstavit jako statistiky, coz
nam poskytuje moznost je zkoumat, srovnavat a kvantifikovat jejich vlastnosti.
Dodejme, jak o statistikdch mluvit a jak je znacit. V téchto skriptech budeme statis-

tiky (skoro vzdy) oznacovat velkym pismenem. Mohli bychom tedy Tict, Ze = je realizaci
ndhodné veli¢iny X (vzpomeiime, jak vypada realizace ndhodného vybéru — je to entice
hodnot, které miizeme tieba zpriimérovat). Zatimco Z je tedy néjaké ¢islo, X je funkce

(ndhodn4 veli¢ina). Proto ma smysl vyrok # = 78.5 nebo vyrok X ~ N(80,22), rozhodné

vSak ne naopak.

4.2 Bodové odhady parametri

Vratme se k situaci popsané v iivodu této kapitoly. Méjme ndhodnou veli¢inu X, o jejimz
rozdéleni pravdépodobnosti vime, ze patti do urcité rodiny rozdéleni. Toto rozdéleni mé
urd¢ité parametry — mohly by to byt tfeba parametry p nebo o?; ted obecné feknéme,
ze ma parametr 0 (¢ti ,théta“). Hodnota parametru # ndm je neznama. K odhadnuti
tohoto parametru potfebujeme znat hodnoty n realizaci ndhodné veli¢iny X. Pro dalsi
uvahy bude ale uzitecné si predstavit, ze to, co potfebujeme, je jedina realizace ndhodného
vybéru X = (X1, Xo, ..., X,).

Néstroj, ktery hledame, se nazyva estimator. Estimétor je statistika (tedy ndhodn4
veli¢ina vytvorend z prvki ndhodného vybéru), kterd ma tendenci se realizovat kolem sku-
tecné hodnoty hledaného parametru. Nas estimator, pomoci kterého budeme odhadovat
hodnotu parametru 6, oznacme tfeba T'. Pokud pomoci méreni ziskdme jednu realizaci

nahodného vybéru, ziskame také jednu realizaci naseho estimatoru. Tu oznacujeme slo-
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vem estimat (odhad).'* Estimdtorii, kterymi miiZeme dany parametr odhadnout, bézné
existuje hned nékolik. My pochopitelné mame zajem vybrat si z nich ten nejvhodné;jsi.

Proto u estimatoru vyzadujeme tyto vlastnosti:

e Pro vypocet jeho hodnoty nepotiebujeme znat hodnotu odhadovaného parametru
0. Pokud bychom ji potfebovali znat, neslo by parametr 6 vypocitat, a i pokud by to
slo, tak by nebylo proc¢ jej pocitat, jelikoz presné feseni bychom uz znali, a tudiz ne-

potfebovali odhad. Vypocet se musi opirat pouze o ndhodny vybér (X, Xs, ..., X,,).

« Stfedni hodnota estimatoru je rovna hodnoté odhadovaného parametru, tedy E(7") =
0. Jinymi slovy pokud nechdme cely nahodny vybér X vicekrat se realizovat, na-
lezené estimaty se budou pohybovat kolem hledané hodnoty; v priméru nebudou
nadhodnocovat ani podhodnocovat. Odhadtm, které maji tuto vlastnost, fikame
nestranné odhady (téz nevychylené odhady). Nékdy se ndm tento pozadavek ne-
dari dodrzet. Pokud tomu tak je, pozadujeme, aby se velikost pripadného vychyleni
zmensovala s rostoucim rozsahem vybéru a prii n blizicim se k nekonec¢nu bylo vy-
chyleni nulové. Tehdy oznacujeme estimator za asymptoticky nestranny.

o Rozptyl estimatoru je mensi nez rozptyl jakéhokoli jiného estimatoru téhoz parame-
tru. Je-li zaroven nestranny, pak jej oznacujeme jako nejlepsi nestranny odhad.
Rozptyl estiméatoru vyjadiuje, jak siroce budou jeho hodnoty kolisat kolem skutecné

hodnoty parametru.

o Rozptyl estimatoru se s rostoucim poctem pozorovani zmensuje. Pokud se n blizi
k nekonecnu, pak by odhad mél byt nekonecné blizko hodnoté parametru. Pokud

estimator splnuje tuto podminku, oznacujeme jej za konzistentni odhad.

Na prvni pohled se muze zdat, ze najit takové statistiky, které splnuji vsechny vyse uvedené
podminky, je nesmirné slozité. Opak je vSak pravdou. O co byl teoreticky tivod obtiznéjsi,
tim je TeSeni snazsi. Pokud je odhadovanym parametrem stfedni hodnota, estimatorem
je aritmeticky priamér. Rozptyl odhadujeme pomoci vybérového rozptylu, smérodatnou
odchylku pomoci vybérové smérodatné odchylky, kovarianci pomoci vybérové kovariance,
sikmost pomoci vybérové Sikmosti, kvantil pomoci vybérového kvantilu a tak bychom

mohli pokracovat jesté dlouho.

Ctenal mozna muze namitnout, ze najit vhodny estimator pro nékteré parametry

neni prece jen tak primocaré. Co treba parametr p binomického rozdéleni? Reseni je
i zde snadné: vétSinu parametri mizeme mezi sebou vzajemné prevadeét. Treba zrovna
u binomického rozdéleni jsme uvadeéli, ze jeho stfedni hodnota se rovna vyrazu np. Pokud

tedy odhadneme parametr stfedni hodnoty s pomoci aritmetického primeéru, pak p snadno

14Dodejme vsak, Ze slovni odliSeni estimatoru a estimétu se v Gestiné stird. Oba vyrazy se prekladaji
nejednoznacné jako odhad.
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dopocitame, jelikoz n je obvykle znamé. Z toho divodu oznacujeme slovem parametr
libovolnou ¢iselnou charakteristiku nahodné veliciny, jelikoz je s parametry, o kterych
jsme mluvili, pfimo propojena.

Na odhad stredni hodnoty, rozptylu a korela¢niho koeficientu se podivame podrobnéji

v nasledujicich kapitolach. Tabulka 3 poskytuje prehled pouzitého znaceni.

Pripojme jesté kratkou terminologickou poznamku. V nékterych textech se mtzeme
setkat se slovnim spojenim wvybérové rozdéleni (astéji anglicky sampling distribution).
Nemysli se tim nic jiného nez rozdéleni pravdépodobnosti néjaké statistiky. Onen pri-
vlastek vibérové se zde pridava, aby se zduraznilo, ze jedina realizace statistiky vyzaduje
realizaci celého ndhodného vybéru (tedy n pozorovani). Kdyz budeme mluvit o statisti-
kéch, Casto se setkdme jesté s jednou odlisnosti: misto smérodatnd odchylka (standard
deviation, SD) se ¢asto fikd smérodatna chyba (standard error, SE). Na vyznamu pojmu

to ale nic neméni.

Tabulka 3: Piehled pouzitého znaceni

Nézev Stredni hodnota  Rozptyl Korela¢ni koeficient
Ciselna charakteristika E(X) VAR (X) COR(X,Y)
Oznaceni jeji hodnoty U o? )
Estiméator X S? R

Estimat x 52 r

4.2.1 Odhad stfedni hodnoty

Za estimator pro stfedni hodnotu volime aritmeticky pramér. Jelikoz je vzorec pro jeho
vypocet pomérné jednoduchy, vyuzijeme jej k demonstraci vlastnosti estimatort, které
jsme vyse zminili.

Méjme nahodny vybér (Xi, Xs,...,X,,), kde pro i = 1,2,...,n plati E(X;) = u a
VAR (X;) = 0% Aritmeticky primér pro tento ndhodny vybér je ndhodna velicina X,
ktera vznika jako % X

Prvni vlastnosti, kterou jsme zminili, je nestrannost. Abychom mohli fict, Ze je es-

timator nestranny, muselo by platit E(X) = p. Prelozeno do cestiny: pozadujeme, aby
se v pripadé, ze budeme celou entici méreni opakovat, nalezené hodnoty x v prameéru
pohybovaly kolem hodnoty . Zkusme nestrannost aritmetického priméru dokazat mate-

maticky:
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E(X) =E<:LGjx> — 1E<zn:X> = ;(E(X1)+E(X2)+...+E(Xn)) _

1
7-n/1/:/1/.
n

1
= (ptpttp)=
Aritmeticky prumér tedy skutecné je nestrannym odhadem stredni hodnoty. Nestrannych
estimator stfedni hodnoty bychom nicméné mohli vymyslet mnoho. Nékdo by naprii-

klad mohl navrhnout, ze bychom stredni hodnotu klidné mohli odhadovat tak, ze bychom

seCetli jen prvni a posledni méfeni a soucet vydélili dvéma: % Opét by slo o ne-
stranny estimator, ktery by se navic poc¢ital o moc snadnéji nez prumeér. Abychom mohli
rozsoudit, ktery z obou kandidat je lepsi, potifebujeme stanovit jejich presnost, ktera je

reprezentovana rozptylem. Zjistéme tedy rozptyl aritmetického primeéru:

VAR(X) = VAR (if:x) = ;VAR (f:x) =

=1

1
= E(VAR(Xl) + VAR(X,) + -+ + VAR(X,)) =
Loy 2 2 1 21
:E(J +o —|—---—|—0):E-na =0
Srovnejme jej s rozptylem naseho konkurenc¢niho estiméatoru %:
X1+ X, 1 1 1
VAR (“;) = Z(VAR(Xl) + VAR(X,)) = [0+t =500

Je zfejmé, ze aritmeticky primeér je pro n > 2 presnéjsi (%02 > %02), tedy méné ko-

lisd. Lze dokazat, ze i kdybychom zkouseli libovolné dalsi zptisoby odhadu, aritmeticky
priumér bychom nikdy neprekonali. Aritmeticky primeér je nejlepSim nestrannym
odhadem stredni hodnoty nahodné veliCiny.

Z uvedeného vztahu je zjevné i to, ze aritmeticky primér je konzistentnim odhadem

2 Vé 7’ . v v e /7 v
— hodnota - se s rostoucim n bude zdkonit¢ zmensovat a pro n blizké nekonecnu bude

mit odhad nekonecné maly rozptyl kolem skuteéné hodnoty hledaného parametru p. N&s
konkurencni kandidat neméa ani tuto vlastnost.

Kromé téchto dobrych vlastnosti ma primeér jesté jednu pozoruhodnou prednost. Za-
tim jsme se bavili jen obecné o nahodné veli¢iné X bez ohledu na jeji rozdéleni. Z kapitoly
2.7.3 vime, Ze souctem vice norméalné rozdélenych nahodnych veli¢in vznikd ndhodna veli-

¢ina, kterda ma také normalni rozdéleni. Také vime, ze pokud s takovou ndhodnou veli¢inou
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provedeme néjakou linearni transformaci (vynasobime ji nééim, néco k ni pricteme), nor-
méln{ rozdéleni zlstavd zachovdno. Je tedy patrné, Ze pokud plati X; ~ N(u,o?), pak
plati i X ~ N(u, 2o?).

To ale neni vSechno. Z téze kapitoly vime, ze soucet n libovolné rozdélenych nahodnych
veli¢in se bude tvarem své distribuc¢ni funkce s rostoucim n stale vice podobat normalnimu

rozdéleni. Tuto zdkonitost nazyvame centralni limitni teorém a v pripadé aritmetického

pruméru ji mizeme vyuzit. Tedy bez ohledu na rozdéleni ndhodnych veli¢in X se roz-
déleni X s rostoucim pocétem pozorovani priblizuje k rozdéleni N(u, %02). Této

vlastnosti budeme v budoucnu hojné vyuzivat.

4.2.2 Odhad rozptylu

Co se tyce odhadu rozptylu, je situace ponékud komplikovanéjsi nez u stfedni hodnoty.

Za nejvhodnéjsi estimator obvykle povazujeme vybérovy rozptyl definovany jako S? =

L5 | (X; — X)% PotiZ nicméné vyplyvé z toho, Ze tento estimdtor nemd symetrické
rozdéleni. Pokud si predstavime modelovou situaci, kdy pocitame rozptyl ndhodné velic¢iny
X, kterd ma rozdéleni N (u, %), a mame k dispozici ndhodny vybér obsahujici n totoznych

LQ .
n—1

veli¢in, pak odhad rozptylu S? m4 rozdélen{ X2 ;.15 Jaky tvar méa hustota tohoto
rozdéleni, znazornuje obrazek 17 v kapitole 2.7.4.

7 této asymetrie vyplyva jeden problém — pokud vytvorime estimator tak, aby byl co
nejpresnéjsi (tedy lokalizoval odhadovany rozptyl tam, kde jej miZzeme ocekévat s nejvyssi
mirou jistoty, tedy na misto, kde graf hustoty pravdépodobnosti rozdéleni x2_, dosahuje
svého maxima), pak tento estimator nebude nestranny. Naopak pokud jej umistime tak,
aby odpovidal stiedn{ hodnoté rozdéleni x2_,, bude se sice jednat o nestranny odhad, ale
jeho rozptyl bude o néco vétsi nez pti predchozi moznosti.

Vybérovy rozptyl tak, jak jsme jej definovali, odpovidd druhé moznosti. Je sice
nestranny, ale neni nejpresnéjsi mozny. Pokud bychom se vydali prvni navrzenou cestou,
hovorili bychom o takzvaném populac¢nim rozptylu, ktery by bylo mozné vypocitat
podle vzorce % P (Xi— X)2. M4 sice mensf rozptyl, ale ponékud podhodnocuje skuted-

nou hodnotu 2. Mtizeme o ném Fict, Ze je asymptoticky nestranny (jeho mira vychyleni se

15Proc¢ tomu tak je, lze intuitivné vytusit ze vzorce pro jeho vypocet. Rozdéleni x? vznika jako soucet
n nezéavislych normovanych normalnich rozdéleni umocnénych na druhou. Veli¢iny (X; — X ) maji zjevné
normalni rozdéleni a ve vzorci s¢itame jejich druhé mocniny. Detaily jako kam se ztrati jeden stupen
volnosti, jak je zajiSténa nezavislost atd. vSak prekracuji znalosti prezentované v tomto textu.
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s rostoucim n snizuje, teoreticky k nule). Pro veskeré vypocty v tomto textu vsak budeme

pouzivat vyhradné vybérovy rozptyl tak, jak jsme jej definovali v kapitole 3.5.2.16

4.2.3 0Odhad korelacniho koeficientu

Vybérovy korelacni koeficient, ktery jsme definovali v kapitole 3.7.2, lze pouzit k odhadu
korela¢niho koeficientu dvou ndhodnych veli¢in (obvykle hodnotu tohoto teoretického ko-
relacniho koeficientu, tedy parametru, znac¢ime pismenem p, ¢ti ,r6*). Korela¢ni koeficient
je de facto kovarianci standardizovanou pomoci smérodatnych odchylek (tedy odmocnin
z rozptylil) obou sledovanych ndhodnych veli¢in. O podobnosti mezi kovarianci a rozpty-
lem jsme jiz hovorili, ¢tenar proto muze tusit, ze fada poznatki, které platily pro odhad
rozptylu, plati i pro odhad kovariance.

Opét zde nardzime na problém, Ze tento estimator neméa symetrickou hustotu prav-
dépodobnosti, a opét si tedy musime vybrat mezi presnéjsi, ale vychylenou ,,populac¢ni®
kovarianci (misto —= by ve vzorci pro jeji vypocet vystupoval zlomek <) a nevychylenou
vybérovou kovarianci, které obvykle davame prednost. PTi vypoctu korela¢niho koefici-
entu se vsak této otazce vyhneme, jelikoz rozhodnuti o tom, jestli zvolit vybérové, nebo
populac¢ni odhady, délame pro kovarianci i smérodatné odchylky, tedy pro citatele i jme-
novatele zlomku. Nase rozhodnuti tak nijak nezméni vysledek (ledaze bychom ponékud
nelogicky zvolili v ¢itateli jiny druh odhadu nez ve jmenovateli). Z tohoto duvodu existuje
jediny korelacni koeficient. Mizeme mu davat privlastek vybérovy.

A¢ je vybérovy koeficient nejlepsim estimatorem hodnoty teoretického korela¢niho
koeficientu, neni ani nestranny a ani jeho rozdéleni pravdépodobnosti nepatii do zadné
rodiny, se kterou se bézné setkavame a kterou umime popsat. To nijak nesnizuje jeho
uziteCnost, pri reseni nékterych problémi v budoucnu nam to ale zkomplikuje praci a
prinuti nés to hledat néjakou transformaci, pomoci které bychom se s témito problémy

vyporadali.

Zkoumani (linedrni) zavislosti mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami je jednim z nejéas-
téjsich tkoli, na které v psychologickém vyzkumu nardzime. Zminme proto nékolik spe-
cidlnich pripadt, kdy jsme nuceni odhadovat velikost korelacniho koeficientu mezi dvéma
veli¢inami, nicméné data, kterda mame k dispozici, jsou néjakym zptsobem redukovana.
Prvnim pripadem miuze byt korelacni koeficient pri omezeném rozsahu jedné na-

hodné velic¢iny.

6Existence dvou riiznych odhadf rozptylu je ¢astou pii¢inou chyb. Zejména tehdy, pokud budete
pocitat vybérovou smérodatnou odchylku v programu MS Excel, se ujistéte, ze jste pouzili prikaz pro
vybérovou, nikoli populac¢ni smérodatnou odchylku.
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Predstavme si situaci, kdy chceme zjistit, do jaké miry souvisi pocet bodt, které zis-
kali uchazedi o studium na VS na piijimacich zkouskach, s jejich IQ. Zd4 se, Ze se jednd
o snadny tkol — oslovime skupinu studentii, nechame je vyplnit inteligen¢ni testy, déle
najdeme zaznamy o tom, kolik bod dostali u prijimacich zkousek, a mezi obéma promén-
nymi vypocitame Pearsonuv korelacni koeficient. A¢ se zd4, Ze jsme nemohli udélat chybu,
takovyto odhad by vedl k drastickému podhodnoceni miry hledané korelace. Kamenem
tirazu je to, ze pokud oslovime jen ty studenty, ktefi byli na VS pfijati, pak v nasem
souboru budou zcela schazet jedinci, ktefi méli u pfijimacich zkousek Spatny vysledek.
Reknéme, Ze v testu bylo mozné ziskat 0 az 100 bodi a primérny vysledek se pohyboval
nekde okolo 50 bodt. Pokud byli prijati jen uchazeci tieba s 60 a vice body, tak vsechny
odhady, které budeme na tomto omezeném souboru provadét, budou vyrazné zkreslené.
Toto zkresleni se odrazi predevsim na rozptylu (rozptyl vSech uchazec¢i by byl daleko
vyssi nez rozptyl mezi uchazeci s 60 a vice body), coz se negativné promitne do odhadu
korela¢niho koeficientu.

Podhodnoceni velikosti korela¢niho koeficientu muzeme matematicky korigovat. Pro
vypocet potirebujeme znat nékolik tdaju: korelacni koeficient vypocitany na omezeném
souboru (tedy onen podhodnoceny odhad), zna¢me r,,; odhad rozptylu omezujici nahodné
veli¢iny X (u nas veli¢ina pocet bodii) vypocitany na omezeném souboru, znacme s2; a
odhad rozptylu omezujici ndhodné veli¢iny vypocitany na celém souboru (tedy i u nepfi-
jatych uchazec¢l), zna¢me s%. Aby postup fungoval, musime navic pfedpokladat, Ze obé
sledované veli¢iny (X 1Y, tzn. pocet bodu i IQ) maji normalni rozdéleni. Korigovany

odhad rxy pak ziskdme ze vztahu

SX Ty

rxy = .
s%r2 4+ s2(1—12)
X'zy T xy

Problém korela¢niho koeficientu na omezeném rozsahu prehledné znazornuje obrazek 27.

Dalsi specialni situace nastava tehdy, kdyz zkoumame néjakou spojitou nahodnou
veli¢inu, nicméné z divodu nedokonalého méreni nezname presnou hodnotu jejich jednot-
livych realizaci, ale dostavame drasticky redukovanou informaci: u kazdého prvku statis-
tického souboru mizeme Fict jen to, jestli ma hodnotu daného znaku vyssi, nez je néjaky
prah, nebo naopak nizsi. Predstavte si situaci, kdy byste statisticky znak vek zjistovali
otazkou ,Jste plnoleti?“. Misto presné hodnoty budete mit jen znalost, jestli ma dany
jedinec vic nebo méné nez 18 let. Z puvodni ndhodné veli¢iny, kterd méla néjaké spo-

jité rozdéleni pravdépodobnosti (znac¢me ji Xy) se stala takzvané umeéle diskretizovand

nahodna veli¢ina X 4, kterd méa v tomto piipadé alternativni rozdéleni. Casto se sekdme
s tvrzenim, Ze pod veli¢inou X 4 lezi néjaka skryta distribuce (anglicky underlying distri-

bution), ze které je odvozena.
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Obrazek 27: Korela¢ni koeficient pii omezeném rozsahu znaku x
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Pocet bodu u ptijimacich zkousek

Graf znazornuje vztah mezi po¢tem bodu u prijimacich zkousek a 1Q. Pokud bychom vybérovy
korelacni koeficient vypocitali pouze u prijatych studentt, dosdhl by vyse 0.36. Pokud bychom
vSak do vypoctu pridali i neprijaté studenty, hodnota by vzrostla az na 0.67. Budeme-li hodnotu
0.36 korigovat, ziskdme odhad blize pravdé: rxy = 0.65.

Pokud bychom chtéli odhadovat Pearsoniiv korela¢ni koeficient veli¢in X 4 a néjakou
veli¢inou Y, pak bychom patrné sahli po bodové-biserialnim korela¢nim koeficientu. Na-
lezena hodnota by vsak nebyla piilis dobrym odhadem COR(Xy,Y), jelikoz zminén4
diskretizace povede k podhodnoceni miry odhadované korelace. v pripadé, ze muzeme
predpoklddat, Ze ndhodna veli¢ina Xy ma normalni rozdéleni (coz by zrovna u véku nej-
spis neplatilo), tak opét muzeme vzniklé zkresleni vykompenzovat vhodnou korekei. Pou-
zili bychom takzvany biserialni korelac¢ni koeficient r,;; a jeho vysi bychom stanovili
jako

/PoP1

Tbis = Tpb—p,

T )’
kde rp, je bodové-biserialni korelacni koeficient vypocitany na znacich x (hodnoty 0 a 1)
a y (kvantitativni znak), hodnoty py a p; jsou nalezené relativni ¢etnosti trovni 0 a 1

znaku x a f(pg) je hodnota hustoty pravdépodobnosti normovaného normalniho rozdéleni

v bodé py, tedy

[
N

f(po) =
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Situace miuze byt jesté komplikovanejsi. Co kdyby byly obé sledované ndhodné veli¢iny
normalné rozdélené, ale podobné jako v predeslém pripadé diskretizované na hodnoty 0

a 17 Koeficient 74, po kterém bychom intuitivné sahli, by opét miru skute¢né korelace

COR(Xy,Yy) podhodnocoval. ReSenim je tentokrat tetrachoricky korelaéni koefi-
cient, ktery problém elegantné prekonava. Tato metoda ma vsSak jednu nevyhodu — je
vypocetné velmi narocna, a dokonce ani fada bézné pouzivanych statistickych programi
tento ukazatel neposkytuje.

Nase uvahy bychom mohli posunout jesté dal. Co kdybychom méli k dispozici diskre-
tizované ndhodné velic¢iny, ale tentokrat ne na hodnoty 0 a 1, ale do vice usporadanych
kategorii (tfeba 0, 1 a 2, kde 0 znad¢i velmi méalo, 1 hodnoty kolem priméru a 2 vysoké hod-
noty)? Biseridlni korela¢ni koeficient bychom pak nahradili polyseridlnim korelaénim
koeficientem a tetrachoricky polychorickym korelacnim koeficientem. Na rozdil od
predeslych dvou se vsak s timto fesenim setkavame ziidkakdy.

Vénujme jesté pozornost tomu, jak vlastné pozname, ze alternativni znak ve skutec-
nosti reprezentuje spojitou veli¢inu. Jedna se o mnohem hif uchopitelny problém, nez se
zda. Nékteré pripady nam mohou pripadat veelku jasné. Treba to, jestli jedinec spravné
vytesil polozku v inteligenénim testu, je typicka diskretizovana proménna. Inteligence ma
ptiblizné normélni rozdéleni, nicméné vysledek je pouze 0 (nevyresil), nebo 1 (vyresil). Na-
opak to, jestli je Zena téhotna, je jiz od prirody diskrétni alternativné rozdélend nahodné
veli¢ina. Nemiize se stat, ze by nékdo byl ,napil téhotny* nebo ,tak trosku téhotny*, ac¢
nas kvétnata realita nékdy nuti i o tomto kategorickém tvrzeni pochybovat.

Pravdou je, ze ani predni statistici se na tom, jakou veli¢inu vlastné zkoumame, c¢asto
neshodnou. Historicky vyznamna je naptiklad pomérné ostra vymeéna nazort mezi Karlem
Pearsonem (ktery formuloval tetrachoricky koeficient) a Udnym Yulem (ktery spoluobjevil
a prosazoval koeficient ¢) nad tim, jak kvantifikovat G¢innost oc¢kovani proti nestovicim.
U pacienti kolem roku 1900 bylo mozné sledovat v podstaté jen to, jestli byli ockovani
a jestli ndkazu nestovicemi prezili. Druhy jmenovany statistik argumentoval ve prospéch
koeficientu ¢ tim, ze kazdy mrtvy pacient je stejné mrtvy a kazdy ockovany je ockovany
stejné. Pearson nicméné v pozadi vidél ndhodné veli¢iny, které bychom mohli pojmenovat
zavaznost prubéhu (kterd, kdyz prekroci jistou hranici, konéi smrti) a sila imunitniho

systému. Kterému z u¢encu bychom méli dat za pravdu, nechejme na tsudku c¢tenare.

4.3 Intervaly spolehlivosti

Bodové odhady parametri prinaseji nemaly uzitek. Zejména tehdy, kdyz odhad potie-
bujeme pouzit v dalsich vypoctech, se nam vyplaci, Ze ma podobu jediného cisla. Kdyz
se vsak nad predeslou podkapitolou hloub¢ji zamyslime, vSimneme si jedné znepokojivé

vlastnosti bodovych odhadi. A¢ jsou sebevic presné, ve vétsiné pripadd si mizeme byt
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jisti, ze hodnota odhadovaného parametru se nerovnd nasemu odhadu. S jistotou se néjaké
chyby, ac¢ treba malé, dopoustime. Vhodné by proto mohlo byt stanovit interval, ktery
s urcitou davkou jistoty hodnotu hledaného parametru obsahuje. A pravé toto je podstata
intervalu spolehlivosti.

Interval spolehlivosti (neboli konfiden¢ni interval), jak jiz ndzev napovida, je vzdy
stanoven s urcitou spolehlivosti, kterou muzeme vyjadrit jako ¢islo mezi nulou a jednic-
kou (budeme ji znacit 1 — «, kde a je dopliikem spolehlivosti tedy ,nespolehlivost®).
Oboustrannym intervalem spolehlivosti je dvojice statistik, pro které plati, Ze
s pravdépodobnosti 1 — a se prvni z nich realizuje s hodnotou mensi, nez je
hodnota hledaného parametru a zaroven se druha z nich realizuje s hodnotou
vétsi, nez je hodnota hledaného parametru.

Kdyz chceme stanovit 99% interval spolehlivosti pro parametr 6 (tedy o = 0.01), pak
hleddme takové dvé statistiky D a H (dolni a horni), které vytvoii interval (D, H), o némz
muzeme Tict, ze v 99 % piipadu pokryva skutecnou hodnotu hledaného parametru. Tento
interval Iyg9 = (D, H) budeme povazovat za intervalovy odhad parametru 6.

Pouziti intervalu misto bodového odhadu je v mnoha ohledech poctivéjsi. Nevyvolava
iluzi toho, ze zname néjakou presnou hodnotu, ale priznavame urcitou miru nejistoty.
Napriklad pokud bychom odhadovali, o kolik dnt urcity 1ék zkrati pribéh chtipky, pak
by (bodové) odpovéd mohla znit tieba 5 dni. Nicméné az konfidenéni interval, feknéme
95%, ktery by fikal tfeba (—2,12) dni, by ndm dal tusit, Ze o tom, jaky uzitek 1ék prinese,
vlastné moc nevime (dokonce je mozné, ze dobu 1é¢by prodluzuje!).

I pres tuto vyhodu se mnoho lidi intervaltim spolehlivosti vyhyba. To, co skodi jejich
popularité, je jejich neintuitivni interpretace. Po precteni ptrikladu v predchozim odstavci
by mozna tada lidi prohlasila, ze , s pétadevadesdtiprocentni pravdépodobnosti leZi stredni
hodnota sledované veliciny mezi minus dvojkou a plus dvandctkou“. To ovSem neni pravdal!
Vzpomenme si na kapitolu o pravdépodobnosti, kdy jsme uvazovali nad tim, jak je ne-
smyslné se ptat, s jakou pravdépodobnosti je ve vesmiru néjakd mimozemska civilizace.
Bud je, nebo neni; nejde ji pripisovat pravdépodobnost. Stejné tak hledana stfedni hod-
nota v intervalu bud lezi, nebo nelezi. Stredni hodnota existuje a je neproménliva, jen je
skryta pred nasim poznanim. Nemtzeme ani fict, ze se ndm v nasem konkrétnim pripadé
podarilo tuto (stalou, ale skrytou) hodnotu parametru zachytit ¢i pokryt. Od chvile, kdy
jsme provedli méreni, se bavime o jedine¢ném pripadu, ktery byl bud tspésny, nebo nikoli.
Nic mezi tim.

Ona spolehlivost nepatii vysledku, ale procedure, kterda nas k nému privedla. S ¢is-
tym svédomim proto muzeme obecné prohlasit, ze napiiklad 99% konfidenc¢ni interval méa
99% pravdépodobnost, ze hledanou hodnotu bude obsahovat, ale toto jiz nemuzeme Fict

o jednom konkrétnim vycisleném intervalu. Zirejmé nejschidnéjsi interpretace je takova, ze
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kdybychom opakované provadéli n méreni a vzdy vypocitali hodnotu 99% intervalu spo-
lehlivosti, tak v priméru z kazdych 100 intervalt jich bude hledanou hodnotu obsahovat

99 a jeden se bude mylit.

Demonstrujme postup konstrukce intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu veli¢iny
X, o které vime, ze m4 normdln{ rozdéleni N (u,0?). Predpokladejme nyni, Ze (na rozdil
od ) hodnotu parametru o2 zndme. Tento p¥ipad volime z didaktickych divodi. Ve sku-
tecnosti se jen ziidka setkame se situaci, kdy bychom znali presnou hodnotu rozptylu
nahodné velic¢iny, ale stfedni hodnota nam byla utajena.

Z predchozi kapitoly vime, ze konfiden¢ni interval by mél mit podobu (D, H). Zaénéme

tim, zZe z jeho definice vypiSeme, co o téchto dvou nahodnych veli¢inach vime:
POD<u<H)>1-a.

Jak formulovat statistiky D a H, nicméné neni na prvni pohled zfejmé. Abychom splnili
tento ikol, musime nejprve najit pomocnou (téz pivotovou) statistiku (fikejme ji tfeba 7).

Je to néjaka statistika, pro kterou plati, Ze jednak obsahuje hodnotu hledaného parametru

(1), jednak estimétor tohoto parametru (X) a predevsim mé néjaké ndm znamé rozdéleni
pravdépodobnosti.

V kapitole o bodovych odhadech jsme odvodili, jaké rozdéleni pravdépodobnosti ma
bodovy odhad stfedni hodnoty, tedy statistika X, za piedpokladu, ze X ~ N(u, o?):

Vhodnym kandidatem na rozdéleni pravdépodobnosti nasi pomocné statistiky se zda byt
normované normalni rozdéleni, jelikoz na néj umime prevést libovolné normalni rozdéleni

odectenim stfedni hodnoty a vydélenim smérodatnou odchylkou (viz kapitola 2.7.3):

X

Z ~ N(0,1).

Vn

Statistika Z spliiuje nase pozadavky na pomocnou statistiku. Obsahuje y, X a zname jeji

rozdéleni pravdépodobnosti.
Pro jakoukoli ndhodnou veli¢inu, tedy i pro Z, plati, Ze s pravdépodobnosti 1 — «

se realizuje mezi dvojici svych kvantili zs a z1-¢ (takto jsou kvantily totiz definovany).

Tedy pravdépodobnost, ze ndhodna velic¢ina se bude realizovat tfeba mezi kvantilem 0.025

a kvantilem 0.975, je 95 %. Pfepsano do matematickych symbolu pro veli¢inu Z ~ N (0, 1):
P <Z<g)>1-0
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Vyraz @2 < Z < ®;_o muzeme upravovat jako béznou nerovnici. Postupnymi kroky je]
tedy prevedeme do tvaru D < p < H, z néjz zjistime podobu statistik D a H. V prv-

nim kroku vyuzijeme symetrie normélniho rozdéleni a nahradime hodnotu ®¢ kvantilem

—®;_2. Déle pak dosadime za statistiku Z:

¥
P(—@lgg _ “§q>13> >1—a.

NG

VsSechny tri ¢asti nerovnice dale vynasobime vyrazem ﬁ a odeCteme X:

o _ o _
Pl —®_ 0 —=—-X<—pu<®_a-——X|>1-a0.
< 1 R N \/ﬁ ) =
Celou nerovnici vynasobime minus jednickou. To vsak obrati znaménka nerovnosti, vyraz
proto prepiSeme od konce, aby smér znamének ztstal zachovan (tzv. prehodime strany):
PX- 2o, a<u<x+ Lo >1
- —= _a — _a — Q.
NG -2 S > NG -2 | =
Nalezeny vyraz ma pozadovany tvar P(D < u < H) > 1 — «. Snadno z néj vyéteme, ze

D=X-5®3aH=X+ 20 g Hledany konfidenénf interval mé tedy podobu:

g

S S o
Iﬂ,lfa == (X \/ﬁq)I,%,X + \/ﬁq)1(21>

Nebo v 0 néco prehlednéjsim formétu:

Lia=X+ \jﬁ@l_g.

N&s$ interval oznacujeme za dvoustranny (téz oboustranny). Zminme jesté situaci, kdy
by nés nezajimal cely interval, ale pouze jeho dolni (respektive horni) mez. Tieba v na-
sem prikladu s lékem, ktery ma zkratit pribéh onemocnéni chiipkou, bychom se zajimali
spise o nejmensi ucinek, ktery u néj muzeme v prumeéru ocekavat, nez o ten nejvétsi.
Jinymi slovy chceme stanovit nejmensi odhad primérného ucinku takovym zptisobem,
aby pouze pii o opakovanich tohoto postupu (v « procentech piipadi) nas odhad tuto
mez precenoval. Postup stanoveni jednostrannych intervall je stejny jako v pripadé
oboustrannych, jen s tim rozdilem, ze pri vypoctu jediné meze nebudeme piilit stanovenou
hodnotu a. Tedy:

_ o — o
D=xX-""a,, H=X+-Z&,_,.
i BV
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Nalezené jednostranné intervaly by pak vypadaly takto:

= g S g
]M,l—a = (X - ﬁq)l—om OO), IM,l—a = ( — 00, X + \/ﬁq)l—oz> .

4.3.1 Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu

Vyse uvedeny priklad popisoval ponékud neredlnou situaci, kdy pracujeme s normalné roz-
délenou nahodnou veli¢inou a potiebujeme odhadnout jeji sttedni hodnotu g, ale pritom
znadme presnou hodnotu parametru o?. Kdyz se vSak v praxi setkdme s tikolem odhadu
stfedni hodnoty, pravdépodobné nam bude utajen i rozptyl nahodné veli¢iny. Pro stano-

2

veni intervalu spolehlivosti jsme ale potfebovali znat hodnotu parametru ¢, coz nam nyni

situaci ponékud komplikuje.

Nicméné i zde si dokdZeme poradit. Hodnotu o2 jsme se naucili v piedeslé kapitole
odhadnout, a tak parametr o nahradime nestrannym bodovym odhadem S? (takzvanym
vybérovym rozptylem). Nase pomocnd statistika, ze které konfidenéni interval odvodime
(nazvéme ji pro tentokrat 7', nikoli Z), vSak kvuli této zméné nebude mit normalni roz-
déleni, ale Studentovo t-rozdéleni, coz uz umime na zakladé nasich znalosti z predeslych
kapitol sami dokazat. Z odhad stiedni hodnoty a rozptylu normalniho rozdéleni umime
vytvorit dvé ndhodné veli¢iny se znamymi rozdélenimi:

AN NOD), S T2, tedy 52(;—1) ~ Xp-1-

NG n—1

Taky zname definici Studentova t-rozdéleni !”:

N(0,1
T:M’th—la

kde ndhodna veli¢ina v ¢itateli a ndhodna veli¢ina ve jmenovateli jsou nezavislé. Kdyz do
tohoto vzorce dosadime na misto veli¢in N(0,1) a x2_, nade dvé vySe uvedené ndhodné
veli¢iny (které jsou mimochodem nezdvislé, jak pozadujeme, a¢ to neumime dokazat),

ziskame nasledujici vyraz:

X—p X—u _ _
= = X—pn o X-—u
T = = e - — = g ~ tn—l-
S2(n—1) S2 o S 2
o2 o2 vn vn
n—1

17Za zminku stoji to, Ze vkladat do rovnic oznadeni rozdéleni pravdépodobnosti neni spravny zptisob
zapisu, a¢ jsme mu ted z dtvodu prehlednosti dali prednost. Ve skutecnosti bychom méli ke kazdému
rozdéleni, se kterym chceme pracovat, pritadit néjakou veli¢inu a teprve tu vkladat do rovnic.
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Obrazek 28: Demonstrace presnosti konfidenc¢nich intervala
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Graf znazornuje 100 konfidenc¢nich intervalii na simulovanych datech pfi spolehlivosti 0.95. Kazdy
interval je sestrojen pomoci deseti ndhodnych hodnot ziskanych z normalniho rozdéleni. VSim-
néte si, ze Site intervall kolisa, jelikoz rozptyl neni znam a musi byt odhadovan. V primeéru 5
intervalil ze 100 hledanou hodnotu neobsahuje.

Kdyz srovname ziskanou statistiku s tou, kterou jsme pouzivali v pripadé znamého roz-
ptylu, zjistime, Ze se zménilo jen méalo: hodnota o2 byla nahrazena veli¢inou S? a normélni
rozdéleni bylo nahrazeno Studentovym t-rozdélenim s n — 1 stupni volnosti. Skutecné se
toho vice neméni. Muzeme proto v jiz odvozenych vzorcich z tvodni kapitoly provést

stejné zamény a stanovit hledany konfidenc¢ni interval jako

— S — S
L1 a=|X——t,1q_a, X+ —t,_1.1_2 ],
w1 ( Jn 1;1-2 + Jn 1;1 2)

kde t,—1;1-2 je kvantil Studentova t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Pripadné pouzijeme

tvar

Liio=X=% jﬁt"“?

Konfidenéni intervaly mtizeme prezentovat bud v podobé ¢isel, nebo graficky. Typicky
kdyz kreslime sloupcovy graf, ktery zobrazuje primérné hodnoty, k vrcholu kazdého
sloupce zakreslujeme chybovou tsecku, kterd zndzorfiuje pravé interval spolehlivosti.!®
Takovy graf pak ma o mnoho vétsi vypovidaci hodnotu. Zobrazeni konfiden¢nich inter-
valli umoznuje vétsina statistickych programt, véetné programu MS Excel, ve kterém ve

verzi 2016 miizeme zobrazit chybové tisecky s libovolnymi hodnotami.

Zamysleme se jesté nad tim, co vsechno a jakym zptisobem ovliviiuje velikost naleze-

ného intervalu spolehlivosti. V zésadé jde o tri faktory:

8Nicméné je silné doporudeno k takovému grafu p¥idat komenta¥, co onou tseckou myslime. Nékdy
se totiz stejnym zpusobem zakresluje smérodatna odchylka sledované veli¢iny nebo smérodatna odchylka
(chyba) odhadu.
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+ Stanovend spolehlivost. Cim vice se spolehlivost intervalu pfiblizuje jednicce, tim
sirs{ bude (coz intuitivné dava smysl — kdyz si vezmu vétsi sif, mam vétsi Sanci,
ze vylovim rybu). Pokud bychom definovali stoprocentni interval spolehlivosti, jeho
site by byla (—o0, +00).

o Rozptyl pozorované nahodné veliciny. Je-li sledované veli¢ina velmi homogenni, bude
se darit jeji stfedni hodnotu zamérit mnohem presnéji, nez kdyby byla rozkolisana,
a nalezeny interval bude uzsi.

o Velikost souboru. Toto je v praxi obvykle jedind moznost, jak regulovat velikost
intervalti spolehlivosti a udrzet je rozumné 1zké. S rostoucim n se sitka intervalu
snizuje. Pokud zvétsime rozsah souboru stokrat, interval se zGzi desetkrat (coz vy-

plyva z vyse uvedenych vzorct).

4.3.2 Interval spolehlivosti pro rozptyl a smérodatnou odchylku

Nékdy se setkavame se situaci, kdy pottebujeme odhadnout rozptyl, respektive smérodat-
nou odchylku sledované nahodné velic¢iny. Za predpokladu, Ze tato ndhodna veli¢ina mé
normalni rozdéleni, miizeme i zde sestrojit intervalovy odhad. Postup bude stejny jako
pri konstrukei konfidenc¢nich intervalt pro stfedni hodnotu. Prvnim krokem bude nalezeni
pomocné statistiky, kterd ma néjaké znamé rozdéleni pravdépodobnosti a obsahuje jak S2,
tak o2. Tuto préaci jsme ale jiz udélali v predeslé podkapitole. Vime, ze S? ~ n"—fl X2, coz

lze snadno prevést do tvaru % ~ x2_,. Jelikoz rozdéleni x* dobre zndme a hodnoty

jeho kvantili najdeme ve statistickych tabulkach, mizeme vyraz % povazovat za nasi

hledanou statistiku. Odvozeni intervalového odhadu provedeme nésledovné:

S%(n—1)
P<X?211,3 < 2 < Xifmf% >1-aq,
2 2
Xn—1;2 1 Xn—11-—2
Pl —2 < < 77773 | >1_q.
<s2(n— 1)~ o2~ S2(n— 1)) =L@

Prevratime citatele a jmenovatele vSech t¥i ¢asti nerovnice:

P(SZ(n_l)ZU2ZSZ(n_1)>Zl—Oz.

2 2
Xn—l;% Xn—l;l—%

Jelikoz se v predchozim kroku obratila znaménka nerovnosti, prepiSeme jednotlivé ¢asti

nerovnice v opa¢ném poradi, a ziskame tak statistiky D a H:

p(SQ(”_l)<a2<52(n_1>>Zl—a-

2 — — 2
anl;lfg anl;%
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Interval spolehlivosti pro rozptyl tedy mizeme zapsat jako

_ (S2(n—1) 52(n_1))

Chceme-li ziskat interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku, hodnoty obou mezi

jednoduse odmocnime. Tedy

Na rozdil od konfidenc¢nich intervali pro stfedni hodnoty nebudou intervalové odhady
rozptylu a smérodatné odchylky symetrické. To vyplyva z faktu, Ze rozdéleni x? je asy-
metrické, a budeme tedy muset pti konstrukci intervalii hledat zvlast kvantil pro horni a

zvlast pro dolni mez.

Intervaly spolehlivosti mizeme samoziejmé stanovit pro libovolné dalsi odhady. Ne-
kolik z nich v této kapitole uvedeme. Budeme se jim vsak vénovat jen stru¢né a bez
vysvétleni, jelikoz jejich konstrukce ve vétsiné pripadt vychazi z tvah, které si zaslouzi
detailni odvozeni; ta vsak cCtenaii poskytneme az v kapitolach o testech statistickych

hypotéz.

4.3.3 *Interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot*

V psychologickém vyzkumu casto nepracujeme s jedinou skupinou, ale v mnoha pripa-
dech srovnavame priumeéry (respektive stfedni hodnoty distribu¢nich funkei) dvou skupin.
Mohli bychom naptiklad zkoumat, jestli je mira obtizi klient v experimentalni skupiné,
na kterou jsme uplatnili né¢jakou novou psychoterapeutickou techniku, nizsi ve srovnani
s kontrolni skupinou, kde jsme tuto techniku neuplatnili.

Budeme-li hodnoty namérené v experimentalni skupiné oznacovat (Xi, Xo,..., X,,) a
hodnoty naméfené v kontrolni skupiné (Y3, Y5, ..., Y,,), pak se vlastné snazime odhadnout
stfedni hodnotu nadhodné veli¢iny X —Y . Podrobnéji se timto problémem budeme zabyvat
v kapitole 5.4.2 pri testovani statistickych hypotéz. Bez vysvétleni ted jen uvedme, zZe za

piedpokladu X ~ N(u1,0?) a Y ~ N(ugz,0?%) konfiden¢ni interval pro stfedn{ hodnotu
veli¢iny X — Y, tedy pro 1 — ja, stanovime jako

1 1
Lo = (X =Y) £tomz1-g - Sy + —.
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Symbolem S, oznacujeme spole¢nou smérodatnou odchylku, kterou ziskame ze vztahu

9

S _\/5§(n—1)+sa(m_1)
o n+m-—2

kde S% a S% jsou vybérové rozptyly a n, m rozsahy jednotlivych soubort.

Vsimnéte si, ze jsme predpokladali, ze rozptyl veliciny X i veli¢iny Y je roven néjaké
hodnoté 02, a tedy je pro obé skupiny stejny (a¢ ndm nezndmy). Pokud bychom ovsem toto
piedpoklddat nemohli a obecné bychom mohli ct pouze X ~ N(uy,0%) aY ~ N(po,03),
kde hodnoty o7 a 03 se nutné nemuseji rovnat, pak bychom vySe uvedeny postup museli
zmeénit. V pripadé nestejnych rozptyli dokdzeme zkonstruovat pouze priblizny konfidenéni
interval pomoci vzorce

Y Sk . S%

hoo=(X=Y)£tag || +7,

kde pocet stupnu volnosti v (Cti ,ny“), coz ponékud prekvapivé nemusi byt celé ¢islo,

2
<5§<+53>
n m

S4 S
n2(nX—1) + mQ(TZ—l)

ziskdme ze vztahu

UV =

4.3.4 *Interval spolehlivosti pro relativni ¢etnost*

Sledujeme-li alternativni znak, tedy pritomnost ¢i neptritomnost urcité vlastnosti, frek-
venci jeho vyskytu ¢asto popisujeme pomoci relativni ¢etnosti (viz kapitola 3.2). Rela-
tivni ¢etnost neni ni¢im jinym nez odhadem parametru p. Spravné bychom méli odlisovat
parametr p a jeho odhad, tedy relativni ¢etnost, kterou jsme taky znacili p. Aby nedoslo
k zdméné, ozna¢me ted odhad relativni Cetnosti p (ostatné symbol stiisky se bézné pou-
zivd k oznaceni odhadu). Z minula vime, Ze parametr p alternativné rozdélené ndhodné
veli¢iny je roven jeji stfedni hodnoté, a tedy jeho odhad je vlastné jen speciadlnim pripadem
odhadu stfedni hodnoty jedné ndhodné veli¢iny pfi neznamém rozptylu. Pivodni vzorec,
ktery jsme odvodili v kapitole 4.3.1 a ktery vyuziva Studentovo t-rozdéleni, by vsak nebyl
nejvhodnéjsi volbou. Jeho slabina spoc¢iva v tom, zZe je postaveny na dvou nezavislych od-
hadech (X a S?). Alternativni rozdéleni mé vSak jediny parametr, ktery kdy# zname, tak

je ndm znama jak stfedni hodnota, tak rozptyl. Vyuzivame proto asymptotického vztahu

X-p
p(1-p)

~ N(0,1).
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Slovo asymptoticky znamend, ze rovnost neni zcela presnd, nicméné s rostoucim n se
mozna chyba snizuje, teoreticky az k nulové hodnoté. Pro mala n tato metoda tedy neni
vhodna a presnéjsi by bylo stanovit interval spolehlivosti presné z binomického rozdé-
leni, ¢emuz se v tomto textu nebudeme vénovat. Jedno orientacni pravidlo, jak poznat

dostatecné velky rozsah souboru, ¥ik4, ze musi platit nerovnost np(1 — p) > 9 a zaroven

1 . v 1y e~ , . “ o .
1 <P < ;i Jsme-li presvédCeni, Ze tyto podminky jsou splnény, muZeme stanovit

konfidenc¢ni interval ve tvaru
p(L —p)

pEtPi-g -

Chybu, které se dopoustime, muzeme nepatrné zmensit korekci, kdy od spodni meze

odecteme hodnotu %> a k hornf mezi tutéz hodnotu pricteme.'?

4.3.5 *Interval spolehlivosti pro Pearsoniv korelacni koeficient™

V kapitole 4.2.3 jsme hovotili o tom, ze Pearsontiv korela¢ni koeficient neni nestrannym
odhadem skutecné hodnoty korela¢niho koeficientu p a ani nemé zddnou dobfe znamou
distribu¢ni funkci. Stanovit pro néj konfidencéni interval by nicméné bylo velmi uzitecné
— odhadovani tésnosti vztahu mezi dvéma velicinami je ve statistice tstfedni téma. Po-
mahame si proto takzvanou Fisherovou transformaci, pomoci které muzeme Pearsontiv
korela¢ni koeficient R prevést na ndhodnou veli¢inu Z, kterd mé asymptoticky normélni

rozdéleni:

1 /1+R 1 /1+p 1
7 =—In[—=) ~ N| =ln[—L
2"(1—}‘{) 2”(1—p>’n—3 ’
kde p je skutecna velikost odhadovaného korela¢niho koeficientu. Pro veli¢inu Z pak sta-

novime konfidené¢ni interval jako

1 1+ R 1
1 a—ln() + & o——= = (Dy, Hy).
zima = ghn( 7R ) £ 0ms =g = (P2 H2)
Nalezené meze pak prevedeme zpét na hodnoty Pearsonova korela¢niho koeficientu tim,
ze na né uplatnime Fisherovu transformaci pozpatku (inverzné):

B emp(QDZ) -1 B ea:p(QHZ) -1

exp(2DZ) +1 e:cp(ZHZ) +1

kde funkci exp se rozumi umocnéni ¢isla e na dany argument. Zdiraznéme, ze pomocné

veli¢ina Z ma pouze asymptoticky normalni rozdéleni; ¢im vice se hodnota hledaného

Y Tuto korekci najdeme v literatufe pod nazvem korekce na spojitost (continuity correction) a slouzi
k redukci chyby, kterd vznikla tim, Ze jsme diskrétni binomické rozdéleni nahradili spojitym normalnim
rozdélenim.
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parametru p blizi k jedni¢ce (nebo minus jednicce), tim je potieba vice méfeni, aby byla
dodrzena stanovena spolehlivost. Nalezeny interval je jinak o néco Sirsi a neodpovida

pozadovanym napiiklad 95 % spolehlivosti, ale tieba 98 %.
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4.4 Metafora ,,populace a vybér

Pokud jste pri studiu predchozich kapitol téchto skript sahli po jinych textech, které se
pokouseji studentiim aplikovanych disciplin vysvétlit téma statistickych odhad, ziejmé
jste narazili na ponékud odlisné vysvétleni. Pravdépodobné jste nasli povidani o populaci
a vybéru.

Na tuto odlisnost jsme upozornovali jiz v tivodu téchto skript. Ted je nacase zasvétit
¢tenare do této problematiky hloubéji. Predevsim z toho duvodu, aby rozumél bézné
dostupnym textiim o statistice ur¢enym psychologiim a dalsim absolventiim aplikovanych
obortli, a dale proto, aby si uvédomoval, pro¢ je povidani o populaci a vybéru pouhou
metaforou, ktera vsak nékdy muize byt uzitecna.

Predstavme si, ze zkoumame Cotardiv syndrom. Jednd se o velmi vzacnou poruchu
mysleni, kdy je postizeny presvédcen, ze je mrtvy (nebo konkrétnéji ze mu schazeji vnitini
organy, nema krev v zilach, mozek atd.). Dejme tomu, Ze se domnivame, Ze toto onemoc-
néni je zpisobeno ubytkem Sedé hmoty mozkové ve specifické oblasti spankového laloku.
Pokusime se proto sehnat nékolik pacientii, u kterych se tato porucha projevuje, a pomoci
zobrazovacich technik u nich mnozstvi sedé kiiry mozkové zjistime. Prelozime-li problém

do statistického jazyka tak, jak jsme se to ucili, znél by nasledovneé:

o Zkoumame spojitou nahodnou velicinu mohutnost dané oblasti mozku u pacienti
s Cotardovgm syndromem. Ta mé néjaké (ndm neznamé) rozdéleni pravdépodob-
nosti s néjakou stredni hodnotou . Tu se pokusime odhadnout. Vysledky méreni
u pacientt, které jsme do vyzkumu ziskali, predstavuji jednotlivé realizace této
nahodné veli¢iny. Na jejich zédkladé stanovime odhad stfedni hodnoty této ndhodné
veli¢iny. Pouzijeme k tomu aritmeticky primeér, ktery je nejlepsim estimatorem této

¢iselné charakteristiky.

Pokud bychom tento tikol nasli popsany ve vétsiné ostatnich ucebnich texti urcenych

psychologtim, zfejmé by jeho popis znél takto:

» Existuje néjaka populace pacientt trpicich Cotardovym syndromem. (Z blize ne-

upfesnénych divodi budeme pracovat jen s pacienty, kteff jsou obyvatelé CR —
priklad to trosku zjednodusi.) Jelikoz je Cotardiv syndrom velmi vzécny, ma tahle
populace maly rozsah, tfeba 30 jedinci (budeme jej znac¢it N = 30). Klademe
si otazku, ¢emu by se rovnal aritmeticky primér mohutnosti dané oblasti mozku,
pokud bychom jej vypocitali na tdajich od vSech N existujicich pacientii. Jelikoz
je tato populace prilis velka na to, aby bylo mozné ji prozkoumat celou, vytvorime
vybér o n pozorovanich (jednoduse vylosujeme n pacientti) a prumérnou hodnotu
vypocitame na nich. Pak budeme tvrdit, Zze nas vybérovy primér spocitany na n

pozorovanich je odhadem popula¢niho primeéru vsech N existujicich prvka.
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Je zjevné, ze toto vysvétleni dava smysl, ba co vic, viibec nevyzaduje znalost konceptii
jako je nahodna veli¢ina, rozdéleni pravdépodobnosti nebo distribucéni funkce. Mohli jsme
si usettit desitky stran prace a mozna i fadu bezesnych noci, kdybychom sli touto cestou.
Tak pro¢ jsme si vybrali tu tézsi?

Metafora ,populace a vybér® ma hned nékolik nedostatk, které nam v bézném hovoru
o statistice nevadi, ale zabranily by ndm dosdhnout hlubsiho poznani. Co kdyz naptiklad
nechceme zobecnit nas vysledek jen na 30 pacienti, ktefi jsou k dnesku evidovani, ale
chceme je vztdhnout i na pacienty, ktefi se objevi v budoucnu? Co je pak populaci a
cemu se rovna N7 Zjevné bychom hovorili o populaci s nekoneénym rozsahem a nase
moznost z ni férové vylosovat n pacientti by trosku kulhala. Pokud ziistaneme u konec¢ného
rozsahu populace, jak bychom mohli stanovit tfeba konfidenc¢ni interval? Tézko bychom
zduvodnili, kde se vzalo Studentovo t-rozdéleni, které pri vypoctu pouzivame, kdyz se
nebavime o spojité nahodné veliciné, ale o N diskrétnich hodnotéach, z nichz losujeme.

N4s tikol by se zfejmé zvrhl v hodné nehezky kombinatoricky piiklad.?

Ten nejvetsi problém vyplyva z posledniho uvedeného. Pokud bychom §li cestou meta-
fory ,,populace a vybéru®, prakticky vsechny statistické postupy bychom museli nekriticky
prijmout jako nedotknutelné ritualy a opakovat je ve slepé vire, ze funguji. Ale tfeba co
je kvantil Studentova t-rozdéleni a kde se vzal, by nam ztstalo navzdy utajeno.

Ponechejme si tedy znalost této metafory pro hovory o statistice s lidmi, ktefi v této
oblasti maji jen mélké znalosti. My v tomto textu budeme skutec¢nost popisovat pomoci

nahodnych veli¢in tak, jak jsme to délali doposud.

208 metaforou populace a vybér souvisi pojmenovani popula¢ni a vybérovy rozptyl. Standardni vysvét-
len{ téchto pojmi zni, ze vybérovy rozptyl (vzorec s ﬁ) bychom pocitali, pokud mame k dispozici jen
n prvki vybranych z véts populace. Pokud bychom vSak méli k dispozici vech N prvki (tedy n = N),
pak bychom pouzili populaéni rozptyl (vzorec s %) Ve skutecnosti se vSak timto zpusobem populacni
rozptyl nepouziva.

Problémem populace s kone¢nym rozsahem se zabyva obor s nazvem wvgbérovd setreni. Neni-li rozsah
populace nekonecny, zajimavym zpisobem se bude ménit rozptyl odhadu priméru v populaci. Uvadéli
jsme, ze odhad rozptylu priméru je %SQ, kde §? = ﬁ Yo (X — X)2. Pokud bychom provedli v¥bér bez
vraceni (tedy vylosovali n rtznych prvka z populace o rozsahu N), pfesnéjsiho odhadu bychom dosdhli
pomoci vztahu Y= 52 N4s ptivodni vzorec by platil pouze tehdy, pokud by $lo o vybér s vracenim (tedy

Nn
libovolny prvek bychom mohli vylosovat vicekrét).
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5 Testovani statistickych hypotéz

Tato kapitola predstavuje vyvrcholeni zdkladniho kurzu statistiky. Vedle popisu reality
c¢isly, kterému jsme se vénovali v kapitole o popisné statistice, je nejcastéjsi zakazkou, se
kterou se statistik v psychologickém vyzkumu setkava, ovéreni platnosti urcité hypotézy.
Tuto dovednost si ¢tenar spolu s nékolika dalsimi dovednostmi osvoji na nasledujicich
strankach. Bude schopen najit vhodny test pro ovéreni hypotézy o vztahu dvojice sta-
tistickych znaki libovolné povahy, bude umét pracovat s parovymi mérenimi a dokaze
srovnat namérené hodnoty se zadanou konstantou. Kromé samotného otestovani statis-
tické vyznamnosti se nauc¢i pracovat i s vyznamnosti praktickou a ziska také zakladni

dovednosti z oblasti analyzy sily testu.

5.1 Datova matice a typy proménnych

Dtive nez prikroc¢ime k povidani o statistickych testech, které miizeme na namérené hod-
noty aplikovat, méli bychom si ujasnit, jaky forméat svym datiim dame a jakym zptisobem
s nimi budeme manipulovat. V predchozich kapitolach jsme zavedli termin statisticky
soubor, ktery je obvykle tvoren skupinou ucastnikt vyzkumu, na kterych pozorujeme
néjaké statistické znaky. Na kazdém prvku statistického souboru (na kazdém jedinci) mu-
zeme pozorovat nespocet riznych statistickych znakii. Namérené hodnoty pak nejcastéji
zapisujeme do tabulky, v niz kazdé testované osobé vyhradime jeden tadek a kazdému
sledovanému statistickému znaku jeden sloupec. Tabulka 4 je ukazkou takového datového
formatu. Pripomenme, zZe statistickymi jednotkami nemuseji byt nutné lidé; v psycholo-
gickém vyzkumu tomu tak ale v drtivé vétsiné pripadu je.

Statistik by takto vytvorenou tabulku oznacil terminem datovd matice, casto ji vsak
jednoduse fikdme datova tabulka. Z oznafeni matice (presnéji ¢iselnd matice) vyplyva
jeden fakt, a to ze hodnoty vsSech statistickych znaku jsou ¢isla, i kdyby slo o znaky kvali-
tativni povahy (vzpomente na povidani o ndhodnych veli¢inach, které prevadéji libovolné
kousky reality na ¢iselné hodnoty). V praxi ndm nevadi, kdyz v tabulce nechdme slovni
oznaceni, ktera se koneckonct lépe ¢tou, a nebudeme je nahrazovat cisly — statisticky

software obvykle toto nahrazeni skryté provede sam béhem vypoctu.

Tabulka 4: Datova tabulka

Jméno Pohlavi Vék Neuroticismus Extraverze Privétivost Svédomitost

Kuba muz 23 42 34 50 42
Jan muz 15 56 57 37 65
Daniel muz 22 52 36 55 61
Lenka zena 25 44 58 52 53
Barbora  Zena 21 53 51 45 58
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Pro jednoduchost budeme libovolny sloupecek této datové matice oznacovat slovem
proménna. Proménna je tedy obvykle totéz co statisticky znak, respektive néjaka mno-
zina realizaci nahodné velic¢iny. Abychom vsak nezabtedéavali do spekulaci nad tim, jestli
je tfeba proménné pohlavi ndhodnou veli¢inou, kdyz jsme nas soubor vytvorili slou¢enim

souboru deseti muzu a souboru deseti Zen, zustaneme u univerzalniho oznaceni proménna.

Obecné mizeme rozlisovat nékolik typt proménnych:

« Konstanta — pokud v datové matici existuje sloupecek, ktery na vsech radcich
obsahuje presné stejnou hodnotu, oznacujeme jej pojmem konstanta. Striktné vzato
se ani nejedna o proménnou, jelikoz se zde nic neméni. Ponékud benevolentné ale

budeme predpokladat, Zze proménnd muze mit i tuto formu.

o Alternativni proménnd (téz dichotomicka, nula-jednickova) — jedna se o pro-
ménnou, kterd nabyva pouze dvou hodnot. Tradi¢né je znacime ¢isly 0 a 1, jak jsme
zvykli z kapitoly o alternativnim rozdéleni, ale jsou pripustné i jiné moznosti. Prikla-
dem miize byt muz-zena, pravak-levak, profesional-amatér, ¢len kontrolni skupiny-
¢len experimentalni skupiny.

e Nominalni proménna — pro kazdé dva prvky mutzeme s jistotou Tict, jestli si jejich
hodnoty jsou, nebo nejsou rovny, ale uz nedokazeme tict, jestli je hodnota jednoho
vyssi, nebo nizsi nez hodnota druhého. Nabyva vice nez dvou hodnot, jinak bychom
o ni hovorili jako o alternativni proménné. Prikladem je studijni obor, druh l1é¢by
nebo treba narodnost.

¢ Ordinalni proménna — pro kazdé dva prvky mizeme s jistotou fict, jestli si jsou
rovny, nebo jestli ma jeden vyssi hodnotu nez druhy. Skuteénou velikost rozdilu
hodnot dvou prvki vsak jiz nezname. Prikladem miize byt tfeba vojenska hodnost.
Vime, Ze generdl je zjevné vic nez plukovnik, ale nemiizeme vést zadné tivahy o tom,
jak velky je rozdil mezi generdlem a plukovnikem, a srovnavat ho tfeba s rozdilem

mezi kapitinem a porucikem.

o Metrickd proménna (téz kvantitativni) — pro kazdé dva prvky dokadzeme roz-
hodnout, jestli ma jeden vyssi, nizsi nebo stejnou hodnotu jako druhy, a navic dokéa-
zeme stejné srovnani provést mezi rozdily hodnot libovolnych dvou prvkii. Napriklad
muzeme Tict, ze Honza je vyssi nez Anna o 10 cm, zatimco Lucka je vyssi nez Petr o 2
cm, a tedy zZe rozdil mezi vzrustem Honzy a Anny je vétsi nez rozdil mezi vzristem

Lucky a Petra.
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Ctenari zfejmé nemohla uniknout podobnost trovni méreni definovanych Stanleym
Stevensem: nominalni, ordinalni, intervalova a pomeérova. Tato podobnost neni nahodna,
4 1 t t: t-k v k tv b . 1-\/ t . l d ’ . d v 7 v .21

pro ucely statistiky vSak nepotiebujeme rozliSovat mezi poslednimi dvéma trovnémi

a naopak jsme z nominalnich proménnych vyclenili proménné alternativni.

5.2 Logika testovani statistickych hypotéz

Predstavte si, ze umite predpovidat budoucnost. Jednoduse soustredite svou mysl a z nice-
ho nic vite, jaké bude zitra pocasi, na co se vas ucitel zepta u zkousky nebo jaka cisla
budou tazena ve sportce. Da se ¢ekat, ze kdyz se touhle schopnosti nékomu pochlubite,
nebude vam véfit. Otdzka zni, jak byste dokazali druhym lidem (nebo i sami sobé), ze
skutec¢né tuto schopnost mate a dokazete s velkou mirou jistoty zjistit, co se stane?
Odpoveéd je nasnadé — zkusite popsat pribéh néjaké blizici se udalosti a pak porovnéte,
jestli se vase predpovéd shoduje se skutecnosti. Abychom skuteéné nékoho dokazali pre-

sveédcit, méli bychom k navrhovanému postupu doplnit nékolik poznamek.

o NasSe tvrzeni musi byt jednoznacné. Pokud bychom tekli: , Zitra bude prset, “ ztejmé
bychom nikoho nepresvédcili, jelikoz je tento vyrok tak vagni, Ze se s trochou fan-
tazie naplni skoro vzdy (nefekli jsme, kde bude prset a co vlastné jde oznacit za
dést). Mnohem presvéd¢ivejsi bude nase tvrzeni, kdyz s puntickdiskou presnosti
prohlasime, ze ,dne 1.10.2019 zaznamend meteorologickd stanice Olomouc-Neredin
nejméne 1 mm srazek*.

e Stejné malo presveédcivé dikazy by nasSe snaha prinesla, kdyby se zjistilo, Ze se
marné néco snazime predpovédét uz tyden, a teprve na paty pokus nam to vyslo.
Nebo kdybychom naraz udélali predpovédi nékolik a hlasili se jen k tém, ktery nam

vysly.

Navrzeny postup tedy presvédcivy dikaz prinese jen tehdy, kdyz vyrkneme jediné tvr-
zeni, které je zcela presné a jednoznacné, aby bylo mozné posoudit, zde jsme méli
pravdu, ¢i nikoli.

I kdyz obé doporuceni dodrzime, stale jesté nemame vyhrano. Kdyz zlstaneme u
naseho prikladu s destém, i kdyby prvniho fijna napadlo v Olomouci vic nez 1 mm sra-
zek, malokdo nas bude povazovat za jasnovidce. Jednoduse proto, zZe jsme predpovédéli
néco pomeérné pravdépodobného. Sila dikazu roste s tim, jak nepravdépodobnou

udalost se nam podarilo predpovédét. Predpovédét dést na podzim nikoho zfejmé

21 Jedinou vyjimkou z tohoto tvrzeni je variaéni koeficient. Ten mé smysl poéitat pouze u proménnych
na pomeérové irovni; v jinych pripadech ztraci smysl.
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nepresvedci, ale kdybyste uhodli vSsechna c¢isla ve Sportce, nejspis uz se najde rada lidi,
ktefi uvéri v nase nadprirozené nadani.

Vsimneéte si, ze nas postup nijak nesouvisi statistikou a je natolik intuitivni, ze by
ho dokazalo vymyslet i dité. Statistika do hry vstupuje az s poslednim bodem, kdy mu-
sime urcit, jak pravdépodobné nebo nepravdépodobnd udalost nastala. Zodpovézeni této

otazky bohuzel vyzaduje hluboké znalosti statistiky, které ziskame v tomto semestru.

A¢ jsme mluvili o jasnovidectvi, ve skuteCnosti jsme popsali postup, jakym pracuji
védci. Védci de facto také predpovidaji budoucnost, a¢ ponékud sofistikovanéjsim zpi-
sobem nez jasnovidci. Védci formuluji svou predstavu o svété do podoby teorii. Chtéji-li
dokéazat sami sobé i ostatnim védctim, zZe jejich teorie je spravna, vyrknou jednu presné
formulovanou a jednoznac¢nou hypotézu, stejné jako my s jasnovideckém prikladu. Pak
uz staci jen pockat, az probéhne udélost, kterou vyiréend hypotéza popisuje, porovnat
vysledek s pfedpovédi a vyéislit pravdépodobnost, jak nepravdépodobné udalost nastala.??

V psychologickém vyzkumu narazime na hypotézy, které budou znit treba: , Ve triddch,
ve kterych je uplatnen preventivni program, se Sikana vyskytuje méné casto nez ve tridach,

“ nebo tfeba v ramci psychologie osobnosti: , Ezistuje

kde tento program uplatnén nend,*
pozitivni korelace mezi poctem bodi, které jedinec ziskd v inteligencnim testu, a poctem
bodi, které ziskda v dotazniku neklinického narcismu, “ a tak podobné. Stejné jako v nasem
prikladu s jasnovidectvim, i zde plati to, ze ¢im nepravdépodobnéjsi vysledek, ktery je
v souladu s nasi hypotézou, nastal, tim presvédcivéjsi doklad o platnosti nasi teorie jsme
nasli. A pravé k tomu pouzivame statistiku. Pomoci znalosti, které jsme ziskali v pre-
deslych kapitolach, budeme stanovovat pravdépodobnost, s jakou muze urc¢ity vysledek
nastat, a na zakladé toho budeme posuzovat, jak silnou oporu v namérenych datech nase

hypotéza (respektive teorie, z niz vychazi) ma.

5.2.1 Statisticky test

Proces posouzeni platnosti hypotézy, ktery v této kapitole vysvétlime, se nazyva testo-
vani nulovych hypotéz. Obecné této casti statistiky rikdme inferencni statistika. Mnoha
lidem toto téma pripada neintuitivni a fada téch, ktefi si postupy néjak osvojili, je po-
uziva nespravné. Pritom nejde o nic jiného nez o peclivou formalizaci ivah z predeslych
odstavctl, které jsou srozumitelné a v dobré shodé se selskym rozumem. Matematicky
postup testovani nulové hypotézy si vysvétlime na prikladu.

Predstavme si, ze jsme vytvorili novy postup, jakym lze stredoskoldky efektivné ucit
matematiku. V souladu s poznatky z metodologie ziskdme soubor stredoskolaki, které

budeme pomoci tohoto postupu matematiku ucit. Nas ocekavany vysledek je ten, ze na

22Nevinna sltivka nechat probéhnout udalost v praxi znamenaji realizaci éasto ¢asové a finanéné naroé-
ného vyzkumného designu. Postupy, jak spravné provést tyto kroky popisuje obor metodologie vyjzkumu.
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konci studia u statni maturity (kterou budeme povazovat za standardizovany test ma-
tematickych schopnosti) dopadnou nasi studenti lépe nez ostatni. Vytkli bychom proto
nasledujici hypotézu: , Studenti, kteri jsou vzdélavini nasi metodou, ziskaji v maturity
z matematiky v pruméru vyssi pocet bodu nez ti, kteri touto metodou vzdelavini nejsou.”

V predeslych kapitolach jsme se naucili popisovat svét pomoci nahodnych veli¢in. To-
téz udeélame ted: pocet bodu, které student vyucovany nasi metodou ziskd u maturity, je
néhodnd veli¢ina (budeme ji ale radéji rikat X, protoze ptuvodni nazev je trosku dlouhy).
Mizeme tedy, jak jsme zvykli, zkoumat jeji distribuc¢ni funkci, odhadovat ¢iselné charak-
teristiky a tak podobné.

Vybér statistického testu je tizce spojeny s predpoklady, které na zvolenou ndhodnou
veli¢inu klademe. To je citlivé téma, kterému budeme vénovat pozornost v kapitolach
o jednotlivych statistickych testech. Ted jednoduse predpokladejme, Ze jsme pozadali
prislusnou instituci, aby nam poskytla vysledky studentt z celé republiky, a z nich jsme
zjistili, ze tvar rozdéleni po¢ti bodu pripomind normalni rozdéleni a ze priumérny pocet
bodi je 20 se smérodatnou odchylkou 6. Budeme tedy predpokladat, ze i nase nahodné
veli¢ina X ma normalni rozdéleni, které ma smérodatnou odchylku 6, nicméné jeji stiedni
hodnota (ozna¢me ji p) se mohla diky nasi intervenci néjakym zptisobem posunout. Nas
predpoklad tedy zni:

X ~ N(u,6).

Vratme se k nasi hypotéze, ktera znéla ,Studenti, kteri jsou vzdéldvani nasi metodou,
ziskaji u maturity z matematiky v prumeéru vyssi pocet bodu nez ti, kteri touto metodou
vzdéldvani nejsou.“ Budeme ji fikat alternativni hypotéza nebo alternativa (znac¢ime

H,). Po prekladu do matematické fec¢i by hypotéza znéla
Hy w > 20.

Cislo 20 oznacuje pramérny pocet bodf, které student ziskd bez pouziti nasi metody,
a p je stfedni hodnota nasi ndhodné veli¢iny X (tedy veli¢iny pocet bodi, které student

vyucovany nasi metodou ziskd u maturity).

Alternativni hypotézu ve skutec¢nosti nelze testovat primo. Testovat muzeme pouze jeji
doplnék, kterému rikame nulova hypotéza (znacime Hy). Rizné testy pracuji s ruznymi
nulovymi hypotézami, jejich smysl je ale vzdy stejny. Rikaji, Ze nase prognéza je mylna,
ze zadny efekt/rozdil/souvislost (at uz hleddme cokoli) neexistuje. V nasem ptipadé by
nulova hypotéza rikala, ze , studenti, kteri jsou vzdeldvdni nasi metodou, ziskaji u maturity
z matematiky stejny pocet bodu jako ti, kteri touto metodou vzdéldvani nejsou”. Prelozeno

do jazyka matematiky?
H() U= 20.

23V nékterych textech byva uvadéno znéni nulové hypotézy jako Hy : u < 20, aby nulova hypotéza
i alternativa dohromady pokryvaly vsechny moznosti. V tomto textu se ale budeme drzet pavodni formu-
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Vsechno mame pripraveno, miizeme se jit podivat na nase studenty. Novou metodu vyuky
matematiky jsme aplikovali na 9 studentu (n = 9), ktefi z pisemného maturitniho testu
z matematiky dostali tato bodova ohodnoceni: 15,25, 22,19, 22,29, 35, 22, 27. Snadno zjis-
time, ze prumeér téchto hodnot je 24, coz je vic nez 20 bodi, které v priméru studenti
dostavaji. Nase ocekavani se tedy naplnilo.

Otézka vsak je, jestli to neni jen dilo ndhody. Nékdy maji studenti trosku vice Stésti,
jindy trosku méné, takze je zjevné, ze kdybychom experiment opakovali kazdy rok, do-
vérohodnosti, pomohlo by nam, kdybychom byli schopni vy¢islit, jak malo je pravdépo-
dobné, ze soubor deviti student prekroc¢i primérnou hodnotu 20 bodi nejméné o ¢tyti
body.

Abychom tuto pravdépodobnost stanovili, budeme na chvili predpokladat, ze plati
nulova hypotéza. Tedy ze bez ohledu na metodu vyuky je vysledek kazdého studenta
nahodnd veli¢ina s rozdélenim N(20,6%). TdZeme se pak, jakd je pravdépodobnost, Ze
kdyby tohle skutecné platilo a nase metoda zkratka nefungovala, tak ze by jen v ramci
nahodného kolisani vysla primérna hodnota z deviti realizaci této nahodné velic¢iny vetsi
nebo rovna hodnoté 24.

Odpovéd najdeme pomoci vhodné testové statistiky (téz testovaci statistiky). Jedna

se o néjakou nahodnou veli¢inu, ktera splnuje tyto podminky:

o Jeji hodnota odrazi platnost nulové hypotézy. (Nejcastéji ve smyslu: ,Cim vic se
hodnota testové statistiky lisi od nuly, tim silnejsi dukaz proti platnosti nulové hy-

potézy predstavuje.”)
o Za platnosti nulové hypotézy ma néjakou zndmou distribu¢ni funkei (typicky nor-

mované normalni, t, F nebo x? rozdélenf).

V nasem pripadé bude rozumné odvodit testovou statistiku z aritmetického priméru.
Jednak proto, ze prumérny pocet bodu, které nasich 9 studentt dostane, do néjaké miry
vypovida o tom, jestli pouzitda metoda vyuky funguje. Diky tomu bude mozné splnit prvni
z vyse uvedenych podminek. Druhy diivod je ten, Ze z kapitoly 4.2.1 presné vime, jaké
rozdéleni pravdépodobnosti za platnosti nulové hypotézy aritmeticky primér ma. Pokud
plati, Ze X ~ N(20,6%) an =9, pak

2 2

— 9 o 6
X=-> X,~N(u, ;) = N(20, 5) = N(20,2%).
=1

O =

lace, protoze je nazornéjsi, nehledé na to, ze v praxi obvykle pracujeme s oboustrannymi alternativami,
u nichz k této dvojakosti nedochézi.

97



Snadno tedy splnime i druhou z podminek. Rozdéleni pravdépodobnosti N(20,2?) sice

nepatii mezi znama, tabelovana, nicméné statistiku X s normalnim rozdélenim umime
prevést na nahodnou veli¢inu Z s normovanym normalnim rozdélenim. Tuto transfor-
maci provedeme, jak jsme zvykli, ode¢tenim stfedni hodnoty a vydélenim smérodatnou

odchylkou. Obecné tedy pro nasi testovou statistiku plati vztah

X — o

Z:

~ N(0,1),

vn
kde j19 oznacuje stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, respektive veli¢iny X, za platnosti
nulové hypotézy (v nasem piipadé ¢islo 20) a o je ndm zndmd smérodatnd odchylka

veli¢iny X (tzn. 6). Po dosazeni

Vsimnéte si, ze kdyby aritmeticky primeér presné odpovidal oéekavani nulové hypotézy
(tzn. vysel by roven ¢islu 20), pak by testova statistika méla hodnotu 0. Kdyz se pramér
bude odchylovat od tohoto ocekavani, pak se hodnota testové statistiky bude vzdalovat
od nuly (¢imz jsme ptresné vyhovéli prvni podmince).

N4&s problém jsme transformovali v otazku, kterou jsme schopni rutinné zodpoveédét:
jaka je pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina, ktera ma normované normalni rozdéleni,
se realizuje s hodnotou vyssi nebo rovnou 27 Zbézny pohled do tabulek nam prozradi, ze
to je priblizné 2.28 %. Muzeme tedy prohlasit, ze pokud plati nulova hypotéza a my jsme
se mylili — nase metoda vyuky zadné zlepseni neptinasi, pak pravdépodobnost, zZe nasich
9 studenti ziskd u maturity 24 nebo vice bodu, je 2.28 % (jelikoz 1 — F(2) = 0.0228).
Pravdépodobnost, kterou jsme timto zptusobem pomoci statistického testu obdrzeli, ozna-
¢ujeme pojmem p-hodnota (anglicky p-value, probability value) a logicky muze nabyvat
hodnot mezi 0 a 1.

Je to hodné, nebo mélo? Jak malo pravdépodobny jev musime byt schopni predpo-
védét, abychom mohli tvrdit, Zze nulova hypotéza neplati a ze jsme prijali alternativni
hypotézu? Spravnym postupem by bylo pfedem stanovit takzvanou hladinu vyznam-
nosti (znac¢ime «). Za hladinu vyznamnosti si tradiéné volime hodnotu 0.05 (tedy 5
%). Pokud k tomu mame dostatecné dobry duvod, mizeme dat prednost jinému ¢islu.
V pripadé, ze po provedeni testu ziskame p-hodnotu mensi, nez je stanovena hladina
vyznamnosti, prohldsime, Ze je vysledek signifikantni (téz statisticky viznamnij), zamit-
neme nulovou hypotézu a ptrijmeme hypotézu alternativni. Pokud by p-hodnota byla nizsi
nez hladina vyznamnosti 0.01, pak vysledek povazujeme za vysoce signifikantni, a kdyz
p-hodnota klesne pod hladinu 0.001, pak za velmi vysoce signifikantni. Zkracené tyto tri

stupné statistické vyznamnosti oznacujeme pomoci jedné az tii hvézdicek (viz tabulku 5).
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Tabulka 5: Oznaceni miry statistické vyznamnosti

p-hodnota slovni oznaceni hveézdickova notace
<0.10 neni signifikantni, existuje trend
<0.05 signifikantni *
<0.01 vysoce signifikantni K
kK

<0.001  velmi vysoce signifikantni

5.2.2 Jednostranné a dvoustranné alternativni hypotézy

Alternativni hypotéza ve vyse uvedeném prikladu je takzvané jednostranna (anglicky
onetailed). Znamena to, ze predpoklada, v jakém sméru se ocekavany rozdil (respektive
souvislost) projevi. Nase oc¢ekdvani je takové, ze studenti, ktefi podstoupili nasi vzdéla-
vaci metodu, budou mit vyssi pocet bodi u maturity nez ostatni (tedy Ha : u > 20). Za
jednostrannou hypotézu bychom povazovali i opak — tedy tvrzeni, Ze studenti, na které
jsme metodu aplikovali, ziskaji méné bodu (H4 : p < 20). Prvni jmenovanou alterna-
tivu bychom oznacili jako pravostrannou (jelikoz ocekdvame, Ze vysledky nasich deviti
studentt se od vysledku ostatnich odchyli doprava), druhou jako levostrannou.

Pokud bychom vsak hypotézu formulovali obecné , studenti, kteri jsou vzdéldvdani nasi
metodou, ziskaji u maturity z matematiky jiny pocet bodu nez ti, kteri touto metodou vzde-
lavani nejsou” (zapsano matematicky Hy4 : p # 20), pak bychom hovorili o dvoustranné
(oboustranné, anglicky twotailed) alternativé. Ta nefikd nic o ocekdvaném sméru efektu
— tvrdi jen, ze zména metody vyuky se na vysledcich studentii néjak projevi.

Zmame-li z predchozich odstavcil pravostrannou p-hodnotu, jeji levostranny protéj-
Sek vypocitdme jednoduSe odectenim tohoto ¢&isla od jednicky.?* Je-li tedy p-hodnota
pravostranné hypotézy z naseho prikladu 2.28 %, pak p-hodnota levostranné hypotézy
tvrdici, ze vykon studentt se po pouziti nasi metody zhorsi, je rovna 97.72 % (= 1 —
0.0228).

Mame-li k dispozici p-hodnoty pro obé jednostranné hypotézy, snadno z nich ziskame
p-hodnotu pro hypotézu dvoustrannou: vezmeme mensi z obou p-hodnot a vynésobime ji
dvéma. KdyZ v nasem prikladu vezmeme mensi z hodnot 2.28 % a 97.72 % a vynasobime
ji dvéma, muzeme ftict, ze p-hodnota pro dvoustrannou hypotézu je rovna hodnoté 0.0455
(tedy 4.55 %). Vidime, Ze i v pripadé, Ze bychom nasi ptvodni alternativni hypotézu

formulovali jako dvoustrannou, budeme nulovou hypotézu zamitat.

24Tento postup i dalsi uvedené vztahy pro praci s p-hodnotami plati pro pifpady, kdy ma testova
statistika spojité rozdéleni pravdépodobnosti. V tomto kurzu se vzacné setkdme i se situaci, kdy budeme
pracovat s diskrétnim rozdélenim. V takovém pripadé je doporuceno nespoléhat se na vyse uvedené
postupy, ale stanovit postup s ohledem na konkrétni feseny problém.
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Obrazek 29: P-hodnoty testovaci statistiky Z pri rtizné formulovanych alternativach

ProusTRAMK ot LEVSSTRAMILN PRNVESTRAIICA
’ /'P_Hc. ey _

Obecné plati, ze p-hodnota 1ika, jaka je pravdépodobnost, Ze za platnosti nulové
hypotézy ziskame vysledek, ktery je jesté extrémnéjsi, co se tyce miry poruseni
nulové hypotézy, nez ten, ktery jsme ziskali. Slovni spojeni jesté extrémnéjsi v pri-
padé pravostranné alternativy znamena vétsi a v pripadé levostranné mensi. Pokud jde
o dvoustrannou alternativu, tak se jim rozumi vzdalenéjsi od hodnoty, kterou ocekdvala
nulovd hypotéza. Tedy v nasem prikladu je hodnota 16 stejné extrémni jako 24 a naptiklad
hodnoty 10 nebo 30 jsou extrémni jesté vic.

A¢ maji jednostranné alternativy svou logiku, v drtivé vétsiné pripada oveéruji vy-
zkumnici své hypotézy, jako by se jednalo o dvoustranné alternativy. Je to zptsobeno
ziejmé tim, Ze statistické programy nam jako vysledek poskytuji pravé oboustrannou
p-hodnotu (coz je pochopitelné — pocita¢ nemuze védét, jaké bylo nase ocekavani). Pokud
bychom se prece jen rozhodli zlistat u jednostrannych alternativ, je uzitecné umeét prevést
dvoustrannou p-hodnotu na jednostrannou. V ptipadé, ze vysledek vyjde v ocekdvaném
sméru (tedy v tom, o kterém mluvi alternativa), ziskanou p-hodnotu vydélime dvojkou.

V pripadé, ze vysledek vyjde v opa¢ném sméru, pak p-hodnotu taky vydélime dvojkou,

.....

Na zavér se zamysleme nad nékolika dusledky, jejichz pochopeni je pro dalsi praci

klicové a které studentum nékdy unikaji:

o [ v pripadé, ze jsme celou proceduru provedli precizné, nemizeme s jistotou fict, ze
nalezeny vysledek je pravdivy. Z logiky statistického testu vyplyva, ze v pripadé,
kdy alternativa neni pravdiva (tedy plati nulova hypotéza), dochazi k za-
mitnuti nulové hypotézy az v a procentech pripadi. Tedy pti volbé tradi¢ni
hladiny vyznamnosti 0.05 je dobrych 5 % statisticky vyznamnych vysledki jen dilem
nahody! Stejné tak se ndm nemusi podafit zamitnout nulovou hypotézu (a prijmout
alternativni), i kdyz nase oc¢ekavani bylo opravnéné. Oba druhy chyb budeme po-

drobnéji rozebirat v kapitole o sile testu (5.5).

« Nulovou hypotézu nikdy nelze pfijmout (a alternativni zamitnout). Jediné

dva mozné vysledky jsou ,,nulovd hypotéza byla zamitnuta, prijimdame alternativu® a
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snulovou hypotézu nezamitime“ (o jeji platnosti, a tedy ani o platnosti alternativy,
nejsme schopni na zakladé nasich dat rozhodnout). Pokud se naptiklad pokousime
najit dikazy pro to, ze muzi a zeny se nelisi ve schopnosti multitaskingu, pak tes-
tovani nulovych hypotéz neni vhodnym néastrojem — stanovenou hypotézu nikdy
nebudeme moct prijmout, jelikoz je nulova. Vysledkem bude bud jeji zamitnuti,

nebo nezamitnuti (tedy stav, kdy nevime).

e Nejvic neporozumeéni tradicné zustava kolem vyznamu p-hodnoty. P-hodnota vy-
jadfuje pravdépodobnost, s jakou mutzeme za platnosti nulové hypotézy
pozorovat takovy vysledek, ktery jsme pozorovali, nebo takovy, ktery
nulové hypotéze odporuje jesté vic nez ten pozorovany. Rozhodné se ne-
jednd o pravdépodobnost, s jakou nulovd hypotéza plati (ta bud plati, nebo ne,
bez néjaké pravdépodobnosti). A uz vibec ne o pravdépodobnost, ze kdyz vyzkum

zopakujeme, tak ziskame odlisny vysledek.

o Testy nulovych hypotéz izce souviseji s konfidenc¢nimi intervaly. V nasem
prikladu bychom test nulové hypotézy mohli nahradit tim, ze bychom zkonstruo-
vali 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu pfi znamém rozptylu. Jednoduse
bychom pak zkontrolovali, jestli interval obsahuje hodnotu po (tzn. ,zédné zlep-
seni*), nebo ne. Pokud by tato hodnota v konfidenénim intervalu obsazena nebyla,
zamitli bychom nulovou hypotézu. V tadé pripadi onim pg bude ¢islo 0, ale jak
jsme vidéli v nasem prikladu, mtize to byt tfeba dvacitka nebo jina hodnota, kterou
oc¢ekava nulova hypotéza. Testy dvoustrannych hypotéz jsou ekvivalentem dvou-
strannych konfidenc¢nich intervalii, testy jednostrannych hypotéz jsou ekvivalentem
jednostrannych konfiden¢nich intervali. At uz k rozhodnuti o platnosti hypotézy
pouzijeme statisticky test, nebo konfidenc¢ni interval, vzdy dojdeme k totoznému

vysledku.

5.2.3 Kritickd hodnota a kriticky obor

Ve starsich textech, zejména téch, které vznikly v ére pred masivnim rozsifenim pocitaci,
najdeme jiny postup nez ten, ktery je uveden vyse. Diive nebylo zvykem pocitat presnou
p-hodnotu, ale nalezend hodnota testové statistiky byla srovnana s takzvanou kritickou
hodnotou.

Testujeme-li pravostrannou hypotézu je kriticka hodnota takové ¢islo, pro které plati,
ze za platnosti nulové hypotézy se testova statistika realizuje s touto hodnotou nebo vyssi
s pravdépodobnosti a. Praveé tuto vlastnost maji nam jiz dobfe znamé kvantily — kritické
hodnoty proto budou vzdy kvantily prislusného rozdéleni. V nasem prikladu mé testova
statistika Z normované normalni rozdéleni, takze pokud se budeme ptat pro jaké ¢islo plati
P(Z > z) = «a, pak odpovéd je ¢1_,. V tabulkdch dohleddme, Ze ¢ o5 = 1.64 a jelikoz
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Obrazek 30: Kritické obory a kritické hodnoty testové statistiky Z
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nalezend hodnota testové statistiky 2 presdhla kritickou hodnotu, mizeme zamitnout
nulovou hypotézu na hladiné «. Cést ¢iselné osy, kam musi testova statistika padnout,
abychom nulovou hypotézu zamitali, se nazyva kriticky obor, a v nasem ptipadé bude
mit podobu W = [®;_,, 00).

Pokud bychom testovali levostrannou hypotézu, budeme hledat takovou kritickou hod-
notu, pro kterou plati, ze za platnosti Hy se testova statistika realizuje vlevo od této
hodnoty. Odpovédi je opét kvantil, tentokrat ¢,, v nasem pripadé —1.64. Kriticky obor
bude mit podobu W = (—o0, ¢y

I v pripadé dvoustranné alternativy musi platit to, ze do kritického oboru spadéa hod-
nota testové statistiky za platnosti Hy s pravdépodobnosti a. Tentokrat vsak proti plat-
nosti Hy hovori jak nizké, tak vysoké hodnoty testové statistiky. Stanovime proto dveé
kritické hodnoty, spodni a horni. Kriticky obor se zméni do podoby W = (—o0, qb%] U
[qbl_%, 00). Vsimnéte si, ze hodnotu « ted délime dvéma, jelikoz celkova pravdépodobnost

toho, Ze testova statistika padne do kritického oboru, musi byt «, tedy «/2 pro levou
stranu a «/2 pro pravou. VSechny tfi varianty znézornuje obrazek 30.

Pokud by se hodnota testové statistiky rovnala kritické hodnota, p-hodnota se bude
rovnat presné «. Je taky zjevné, ze at uz pouzijeme p-hodnoty nebo kritické hod-
noty, dojdeme k presné stejnym zavéram. Prvni z uvedenych zptisobii nam nicméné
prinasi vyhodu v podobé p-hodnoty, kterd kromé rozhodnuti o platnosti hypotéz nese

sama o sobé zajimavy udaj.
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5.3 Prakticka vyznamnost a mira tcinku

Doposud jsme hovotili o takzvané statistické vyznamnosti. Ta nam poskytuje velmi za-
jimavou informaci, na kazdou otdzku ndm vsak odpovédét nedokaze. Jesté jednou se
vratme k nasemu prikladu z minulé kapitoly, kdy jsme ovétovali, jestli nami navrzeny
zpusob vyuky matematiky na stfedni skole vede ke zlepseni vysledkl studenti u pisemné
statni maturity.

Predpokladali jsme, ze vysledek studentii, na které jsme tuto metodu vyuky aplikovali,
je ndhodné veli¢ina X ~ N(u,62). Na nasem souboru 9 pozorovan{ jsme naméfili pramér-
nou hodnotu 24 bodi, coz je oproti populaé¢nimu pruméru (20 bodi) zlepSeni. Z téchto
udaji vypocitana statistika Z se rovnala 2, coz odpovidalo dvoustranné p-hodnoté 0.0455.
Nulovou hypotézu jsme zamitli.

Nejsme vsak jedini, kdo hleda cestu, jak vyucovat matematiku efektivnéji. Predpo-
kladejme, Ze jsme narazili na studii ze Spojenych stati, jejiz autofi popisuji ovérovani
ucinnosti jiné metodiky vyuky matematiky, ktera také prinesla velmi slibné vysledky. Na
reprezentativnim souboru 400 stredoskolaki, kteri byli novou metodou vyucovani, byl

sledovan vysledek v testu SAT z matematiky. Tuhle zkousku kazdy rok absolvuji tisice

mladych Ameri¢ant a plni podobnou tlohu jako maturita v CR. Vysledky tohoto testu
jsou prepocteny tak, aby mély primér 500 bodi a smérodatnou odchylku 100 bodi.

Autori studie uvadéji primeér u svych pokusnych osob 530 bodi — tedy o 30 bodu vic,

nez je ocekavana hodnota. Po dosazeni do vzorce vyjde testova statistka z = 150%0/:/5% =

6. Vycislime-li p-hodnotu, ziskdme ¢islo, které se tésné blizi nule: 0.000000002 (v praxi
bychom uvedli jen p < 0.001). Otézka zni, kterd metodika vedla k vyraznéjsimu zlepSeni?

Pokud bychom srovnali velikosti i¢inki pomoci p-hodnoty, zahrani¢ni studie by z toho
vysla daleko lépe (naSich bezméla 5 % tézko muze konkurovat témér nulové hodnoté).
Ke stejnému zavéru by nas vedlo pouziti testové statistiky Z. Tento druh tvahy by vsak
byl hrubou chybou. Statistické testy jsou konstruovany tak, aby s rostoucim rozsahem
vybéru (n) reagovaly na jakékoli odchylky citlivéji. Byla-li tedy jedna studie provedena na
9 lidech a druha na ¢tytech stovkach studentii, pak jsou ziskané p-hodnoty nesrovnatelné.

Druhou cestou by mohlo byt pfimé srovnani poc¢tt bodi, o které se studenti zlepsili.
U ceskych to byly 4 body, u zahrani¢nich 30 bodi. Takovyto postup by vsak byl stejné
nedomysleny jako predchozi navrzeny. Tentokrat kvili tomu, Zze body z riznych zkousek
nemuzeme srovnavat. Kdybychom napriklad vynasobili body ziskané u maturity u kaz-
dého studenta v CR stovkou, vykon nasich deviti pokusnych osob by se nijak nezménil,

a¢ by rozdil razem c¢inil 400 bodi a ne jen 4.

103



Problémy jako je tento fesi takzvané ukazatele miry téinku (anglicky effect size).

Ukazatelem miry tc¢inku je libovolna statistika, kterd ma tyto tti vlastnosti:

o odrazi miru poruseni nulové hypotézy (tedy napiiklad velikost rozdilu, silu zavislosti
atd.),

e jeji sttedni hodnota neni ovlivnéna velikosti souboru,

e mneni ovlivnéna jednotkami méreni.

Pro kazdy statisticky test mizeme najit mnoho ukazateld, které maji tyto vlastnosti.
Obvykle je mezi sebou lze volné prevadét. V nasem pripadé se zda jako rozumné te-
seni spocitat rozdil mezi ocekdvanym a skuteénym prumérem a ten prevést do néjakych
standardnich jednotek. Toto prevedeni provedeme tak, ze nalezeny rozdil vydélime smé-
rodatnou odchylkou. Miru tc¢inku pro jednovybérovy Z test, jak nasemu testu pomoci

statistiky Z muzeme fikat, budeme znacit d (jako diference) a vypocitdme ji

N&s ukazatel tedy 1ika, o kolik smérodatnych odchylek se studenti zlepsili (pfipadné zhor-
sili, pokud by vyslo zdporné znaménko). Kdyz pouzijeme tento ukazatel na studie z naseho
prikladu, zjistime, ze

2420

530 — 500
dy = 22— 27 _0.3.
Y 100 03

7 vysledku vychazi jednoznacné lépe nase metoda vyuky — zatimco nasi studenti se zlepsili

o dvé tfetiny smérodatné odchylky, zahraniéni pouze o necelou t¥etinu. U¢inek nasi metody
je dle nasich vysledkti vice nez dvojnasobny.

Pouziti ukazateltt miry uc¢inku je spolu s konfiden¢énimi intervaly soucasti dobré praxe
prezentovani vysledkii. Tyto ukazatele nam davaji pomérné jednoznac¢nou informaci, a bra-
ni tak zneuziti statistiky, kdy pomoci méné jasnych statistik mizeme vyvolat dojem, ze
existuje urcity efekt, ktery je ve skutecnosti velmi slaby ¢i prakticky zadny. Pokud se
tomuto nastroji autor studie vyhyba, muze to znamenat bud to, Ze se nam pokousi zatajit
skutecnou silu pozorovaného efektu, anebo jednoduse jeho znalosti neodpovidaji vyvoji
védy. Smutnou pravdou je to, ze tyto ,férové” ukazatele si jen pomalu nachazeji misto ve
statistickych programech a casto nejsou automaticky zahrnuty ve vystupech, které nam
dané softwary poskytuji. V tomto textu vsSak tento trend budeme sledovat a zakladni

ukazatele miry uc¢inku budeme u prislusnych testt vzdy uvadeét.
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5.4 Parametrické testy

Metoda, kterou jsme popsali v prikladu z predeslé kapitoly, by pattila do bohaté rodiny
takzvanych parametrickych testi, respektive spravnéji testit parametrickych hypotéz. Ro-
zumi se tim to, ze pred tim, nez vypocitame testovou statistiku, pfijmeme predpoklad, ze
nahodna velicina, se kterou pracujeme, patii do urcéité znamé rodiny rozdéleni. To nam
umoznuje vztahovat hypotézy k jednotlivym parametrim tohoto rozdéleni. Piedpoklad,
ktery budeme prijimat nejcastéji, zni, ze zkoumané nahodné veli¢iny pochazeji z normal-
niho rozdéleni. Mze se vSak jednat i o jiné rodiny rozdéleni.

Parametrické testy jsou mimoradné citlivé (snadno odhali poruseni nulové hypotézy)
a jejich vysledky se snadno prezentuji. Mame-li na vybranou, jsou pro nas nastroji prvni

volby.

5.4.1 Jednovybérovy t-test a parovy t-test

Zmnovu se vratme k prikladu, kde jsme mluvili o metodé, jak na stredni skole vyucovat
matematiku. Formulovali jsme hypotézu o tom, ze studenti, kteri byli vzdélavani pomoci
nami navrzené metody, ziskavaji u maturity z matematiky vice bodu, nez je celkovy
prumér v populaci studentti. Predpokladali jsme, ze sledovand proménna (pocet bodii,
které student vyucovany nasi metodou ziskd u maturity, zna¢me X ) méa normalni rozdéleni
s neznamou stfedni hodnotou pu, ale se zndAmou smérodatnou odchylkou o. U té jsme
predpokladali, ze se rovna smérodatné odchylce poctu bodu ostatnich studentti, coz bylo

v nasem pripadé ¢islo 6. Z toho jsme odvodili, Ze hodnotu testové statistiky Z ziskdame

pomoci vzorce z =

o

x/_\% a ze ma normované normalni rozdéleni.

Tento postup ndm miize prinést nemaly uzitek, nicméné v praxi se Z test, jak bychom
test pomoci statistiky Z mohli nazvat, pouziva jen ziidka. Divodem je to, ze jen malo-

2 (respektive o), tedy skutecny

kdy muzeme prijmout predpoklad, ze zname hodnotu o
rozptyl (respektive smérodatnou odchylku) zkoumané nahodné veli¢iny. Co se tyce na-
seho prikladu, tézko bychom nasli argument, pro¢ bychom méli ocekavat, ze nase metoda
uniformneé zlepsi vysledky studentii, a pritom nijak nezméni jejich rozmanitost.

Tento problém fesi t-test pro jeden vybér. Jeho logika je velmi podobna logice de-
tailné popsaného Z testu, rozdil je vSsak v tom, Ze misto statistiky Z vypocitame statistiku

T dle nasledujiciho vzorce:

Vsimnéte si, ze rozdil je jen v tom, Ze jsme ptivodni hodnotu parametru ¢ nahradili jejim

odhadem S, tedy vybérovou smérodatnou odchylkou, kterou umime ziskat uzitim vzorce
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S = \/ﬁ " (Xi — X)2. Ve skutecnosti je zde ale jesté jeden rozdil. Statistika 7' nemé4
norméalni rozdéleni, ale Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti (kde n odpovida
poctu pozorovani).

Proc¢ tomu tak je, jsme jiz odvodili v kontextu konfidenc¢nich intervali v kapitole 4.3.1.

Strucné nasi ivahu zopakujme. Studentovo t-rozdéleni ma dle definice kazdé statistika,

ktera vznika jako podil dvou nezavislych ndhodnych veli¢in ve tvaru
N(0,1)
T

Symboly N(0,1) a x? zde oznacuji nezdvislé ndhodné veli¢iny s pifslusnymi rozdélenimi

pravdépodobnosti.

Plati to i pro nasi statistiku 77 Snadno mtzeme dokazat, ze ano. Vyjdeme ze tii po-
znatkl. Za prvé vime, ze prumér ndhodnych velic¢in, které maji normalni rozdéleni, ma
také normalni rozdéleni, a z néj odvozena statistika Z, kterou jsme pouzivali v jednovybé-
rovém 7 testu, ma normované normalni rozdéleni. Z kapitoly 4.2.2 dale vime, Ze vybérovy

rozptyl miiZeme upravit takovym zptisobem, aby mél rozdéleni 2. Konkrétné by slo o tvar
S2.(n—1)
2

lea

~ x2_,. Nakonec potiebujeme védét, Ze obé tyto nahodné veliciny jsou nezavislé,
coz bohuzel sami dokazat neumime, nicméné ted tento poznatek prijméme jako fakt.

Dosazenim ndhodnych veli¢in f /77% a 52'5;2_1) do vzorce, kterym jsme definovali Stu-

dentovo t-rozdéleni, a ipravou vyrazu ziskame vzorec pro vypocet testové statistiky 71"

u _ _
T— A _ o _X—p o X—p
e o S
e V= T B

n—1

Mizeme tedy konstatovat, ze plati
X — o
T - iﬂ ~ tn—l-
Jn

Veskery dalsi postup je (s vyjimkou pouziti t-rozdéleni misto normovaného normélniho
rozdéleni) shodny s postupem uvedenym v piikladu pro Z test. P-hodnotu bychom tedy
ziskali z rozdéleni t¢,,_; a v pripadé, ze bychom stanovovali kriticky obor, zvolili bychom

pro oboustrannou hypotézu tento interval:
W = ( — 00, tnfl;%} U [tnfl;lfg, OO)

Co se tyce ukazatele miry ucinku, opét jej pojmenujeme d a vypocitadme analogicky jako

v pripadé Z testu podle vzorce




I v tomto pripadé jej muzeme interpretovat jako pocet smérodatnych odchylek, o které
se pozorovany prumeér lisi od pruméru, ktery bychom ocekéavali, kdyby platila nulova
hypotéza.

P1i prezentaci vysledku t-testu pro jeden vybér je vhodné uvést hodnotu testové sta-
tistiky, stupné volnosti, p-hodnotu a miru uc¢inku. V textu by to mohlo znit napriklad
takto:

Co se lyce dimenze otevrenosti wvici zkusenosti, nemizZeme soubor dobrovolniki po-
vaZovat za reprezentativni. Ve srovnani s hodnotami wvadenymi v testové prirucce jsme
pozorovali signifikantné vyssi skére ve skupiné Zen (t(49) = 2.72,p < 0.01,d = 0.38) @ ve
skupiné muzi (t(19) = 2.77,p < 0.05,d = 0.62), kde byl rozdil obzvldsté markantni.

Kromé t-testu pro jeden vybér se casto setkame s nékolika dalsimi metodami podob-
ného jména. Takzvany parovy t-test neboli t-test pro dva zavislé vybéry (matched-
pairs t-test) de facto predstavuje specialni pripad t-testu pro jeden vybér. Uvedme tuto
metodu na nésledujicim prikladu.

Zkoumame tucinky takzvané terapie tmou — techniky, kdy jedinec po dobu jednoho
tydne dobrovolné proziva naprostou socialni i senzorickou izolaci v temné mistnosti, do
které mu pravidelné nosi jidlo. Zajimé nés, jestli se néjakym zptisobem pobyt podepise
na kognitivnich schopnostech klientt, kteri tuto techniku absolvuji. Osmi dobrovolnikiim
pred pobytem ve tmé administrujeme Bourdontv test pozornosti. Kratce poté, co tyden
ve tmé absolvuji, jim stejny test administrujeme podruhé. Zformulujeme oboustrannou
alternativu, jelikoz existuji presvédc¢ivé argumenty pro to, ze technika zlepsi vykon jedince
(klienti subjektivné prozivaji fadu pozitivnich zmén), ale i pro to, ze jej zhorsi (nucena
senzorickd deprivace vede k velmi nepfijemnym stavim a tidajnému zhorseni pozornosti).

Pro kazdého jedince tedy mame k dispozici dvé hodnoty, kazdou z jednoho méfeni. Na
prvni pohled jde o odlisnou situaci nez v pripadé t-testu pro jeden vybér. Analogii mezi
obéma metodami odhalime ve chvili, kdy formulujeme alternativni a nulovou hypotézu.
Ocekavame, ze mira zlepSeni (respektive zhorseni) vykonu v testu pozornosti se bude lisit
od nuly. Nulova hypotéza naopak 1iké, Ze toto zlepseni bude v primeéru nulové. Intuitivné
k dvéma sloupciim s vysledky testt pridame tieti sloupec, ve kterém bude rozdil ziskanych
bodiu, tedy pocet bodi v druhém testu minus pocet bodt v prvnim testu. Nazvéme jej
zlepseni a oznacme pismenem D. Ziskané hodnoty shrnuje tabulka 6.

Pavodni dva sloupce namérenych hodnot do vypoctu jiz nadale nebudou vstupovat.
Budeme pracovat pouze se sloupcem zjisténych rozdili. Diive nez saéhneme po t-testu,
musime prijmout predpoklad, zZe se jedna o ndhodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim

pravdépodobnosti, tedy D ~ N(up,02). Pokud tento piedpoklad miiZeme pfijmout, pak
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Tabulka 6: Vysledky testu pozornosti pred a po absolvovani terapie tmou

Klient Prvni méfeni (X) Druhé méfeni (Y) Zlepseni (D)

1 36 93 17
2 49 45 -4
3 o1 64 13
4 60 o8 -2
5 49 95 6

6 38 93 15
7 39 40 1

8 56 66 10

mezi alternativni a nulovou hypotézou
Hy:pp #0, Hy:pup,=0

rozhodneme pomoci t-testu pro jeden vybér. V nasem pripadé bychom pozorovali prii-
mérné zlepseni D = 7.0 se smérodatnou odchylkou s, = 8.0 pii osmi (parovych) pozoro-

véanich. Udaje dosadime do vzorce pro jednovybérovy t-test:

D—p 7.0-0
sp 80
v VB

t= = 2.47.

Z distribu¢ni funkce Studentova t-rozdéleni ziskdme pravdépodobnost 1 — F;(2.47) =
0.021, kterou vynasobime dvéma, jelikoz se jedna o dvoustrannou alternativu. Hodnota
0.043 je nizsi nez stanovend hladina vyznamnosti a = 0.05, miizeme tedy zamitnout
nulovou hypotézu a konstatovat, ze jsme pozorovali signifikantni zlepseni ve vysledcich
testu pozornosti.

Urcita odlisnost miize nastat pri stanovovani miry ucinku. Lze zvolit klasicky postup,

ktery jsme pouzili u t-testu pro jeden vybér. V nasem pripadé tedy

D=y T0-0
Sp 8.0

Mohli bychom vsak namitnout, jestli bylo vhodné pouzit smérodatnou odchylku vypoci-
tanou na sloupci zlepseni (D), kterd kvantifikuje rozmanitost t¢inku techniky. Své opod-
statnéni by totiz mohla mit i smérodatna odchylka vypocitana na hodnotach prvniho
méreni (X), jelikoz ta vyjadiuje rozmanitost sledovaného znaku v souboru pred nasim

zakrokem. Pokud bychom §li touto cestou, ziskali bychom miru uc¢inku

 D—ypy T0-0

d —
Sx 8.78

=0.797.
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Castéji se pouziva prvni varianta. V pripadé, ze sdhneme po druhé, je vhodné na to ¢tenare

upozornit a své rozhodnuti zdivodnit.

5.4.2 T-test pro dva nezavislé vybéry a Welchtiiv test

Rada vyzkumnych designii parovd méfeni neumoziiuje. Pfedstavme si tieba, Ze si pokladé-
me otazku, jestli se u lidi, ktetri v poslednim roce prodélali autonehodu, castéji vyskytuji
no¢ni mury nez u lidi, kterym se nic takového nestalo. Pokud bychom chtéli pouzit parovy
test, nejspis bychom zmérili vyskyt noc¢nich mur u skupiny lidi, kteri autonehodu nepro-
délali, pak bychom se jim museli vloupat do garaze, poskodit brzdy na auté a za néjakou
dobu bychom provedli druhé métreni. Takovy design by vsak zfejmé zadna eticka komise
neschvélila. A to jesté neuvazujeme designy, které by mély za tkol srovnavat tfeba muze
a zeny.

Tyto pripady Tesi t-test pro dva nezavislé vybéry. Jak nazev napovida, budeme praco-
vat s dvéma nahodnymi vybéry, které jsou nezavislé — musi tedy platit nejen to, ze uvnitt
kazdého vybéru jsou jednotlivd méreni nezavisla, ale tato podminka musi byt splnéna
napri¢ obéma skupinami. Typicky by se mohlo jednat o hodnoty, které jsme namérili na
dvou skupindch (ndhodné vybranych) lidi.

Kromé nezavislosti tento druh t-testu vychazi z nékolika dalsich predpokladt. Pokud
sledovanou nahodnou veli¢inu v prvnim souboru o rozsahu n pozorovani pojmenujeme X

a v druhém souboru o m pozorovanich Y, pak pozadujeme, aby platilo

X ~ N(ux,0?), Y ~ N(py,0?).

Predpokladdme tedy, ze sledované ndhodné veli¢iny v prvnim i druhém souboru maji
normalni rozdéleni s nezndmymi stfednimi hodnotami a neznamymi rozptyly. Pro rozptyly
vsak musi platit, Zze a¢ jejich velikost nezname, jsou u veli¢in X i Y stejné.

Oboustranna alternativni a nulova hypotéza bude znit

Hy:px # iy Ho o pix = iy

Pii tvorbé testové statistiky vyjdeme opét z aritmetickych praméra X a Y, jejichz vlast-
nosti dobfe zname. Pokud jsme dodrzeli viechny predpoklady, vime, 7e X ~ N (,ux, %02>
aY ~ N (/uLy, %02) Za platnosti nulové hypotézy (tedy pokud px = py) by pak pro
nahodnou veli¢inu X — Y platilo

R, 1 1 1 1
X_YNN<NX_HY702+02> NN<070'2‘<+>>.
n m

n m

Pokud bychom znali hodnotu parametru o2, mohli bychom ted vyklad ukonéit a odkézat se

na tabulku s hodnotami normalniho rozdéleni, jelikoz obecné normalni rozdéleni dokéazeme
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transformovat na normované normalni rozdéleni odectenim stfedni hodnoty a vydélenim
smérodatnou odchylkou. Hodnota o2 je viak nezndmd a my ji potfebujeme odhadnout.
Rozptyl tradi¢né odhadujeme pomoci vybérového rozptylu a ani zde tomu nebude jinak.
Mame vsak k dispozici dva soubory, otazkou proto je, jak z nich ziskat jediny odhad
rozptylu.

Co by nés zrejmé napadlo jako prvni, a ukaze se to byt velmi Spatnym napadem,
je oba soubory sloucit a spocitat odhad rozptylu na vsech hodnotach X a Y dohro-
mady bez ohledu na skupinu. Zadrhel je vsak v tom, zZe tento odhad rozptylu by sice
zohlednoval rozmanitost v prvni a v druhé skupiné (coz chceme), ale také rozdilnost
obou skupin (coz nechceme). Predstavme si, ze mame dva malické soubory, kazdy o tFech
hodnotach. V prvni trojici jsou hodnoty 2,3,4 a v druhé 102,103, 104. Kdyz spocitame
vybérovy rozptyl pro prvni a pak pro druhou skupinu, najdeme v obou pripadech hodnotu
1. Nejpresnéjsim odhadem by byla tedy jednicka. Pokud bychom vsak obé skupiny sloucili
(2,3,4,102,103, 104), ziskdme premrstény odhad rozptylu néco pres 3000. Je tedy zjevné,
ze tento postup zalostné selhava.

Spravnym TeSenim je spocitat odhady rozptylu pro prvni a druhou skupinu zvlast a
celkovy odhad ziskat jako vazeny primeér téchto odhadi. Jako vahy nepouzijeme rozsahy
soubort, ale stupné volnosti, které jsme vyuzivali pri vypoctu rozptylu, tedy n—1am—1.
Spoletny odhad rozptylu (zna¢me S?) pak spocitame z odhadi rozptyli jednotlivych
skupin S? a S2 jako

:Sf-(n—l)—l—Sf,-(m—l).

512
n+m-—2

*

Je zjevné, ze pokud jsou soubory stejného rozsahu, miizeme odhady rozptylu jednoduse

zprumeérovat bez vazeni.

. z 2 nr—m-—
Pro spoleény odhad rozptylu plati w

~ X2im_2- Zbytek tvahy je jiz velmi

jednoduchy a je analogii k postupu, ktery jsme pouzili pfi odvozeni jednovybérového

t-testu. Nahodnou veli¢inu X — Y s normalnim rozdélenim a veli¢inu S?, z niZ mizZeme

ziskat rozdéleni x2,,, ,, zkombinujeme v testové statistice T, kterd ma Studentovo t-

rozdéleni s n 4+ m — 2 stupni volnosti. Nalezena testova statistika ma tedy podobu
X-Y

= ——F7——=r tn+m72-
Sy - +

1., 1
n m

Test opét muzeme pouzit jak v pripadé jednostrannych, tak dvoustrannych alter-

nativnich hypotéz. Kriticky obor bychom pro dvoustrannou alternativu stanovili jako

( — 00, tn+m72;%] U {tn+m72;1—%a OO)

110



Zminme jesté dva poznatky, které sice vyplyvaji z vyse uvedeného, nicméné casto budi

ve studentech nejistotu:

o T-test pro dva nezavislé vybéry lze pouzit na vybéry o libovolné malém rozsahu
(samoziejmé za predpokladu, ze dokdzeme spocitat vybérovy rozptyl, tedy alespon
dvé pozorovani v kazdém souboru potiebujeme). Limity, na které narazime, by se
netykaly metody jako takové, ale spi§ metodologie (tzn. mize byt tak maly soubor
reprezentativni?) a klesajici sily testu (viz kapitola 5.5).

e Soubory, se kterymi pracujeme, nemusi byt nutné stejné velké. Je nicméné pravdou,
ze pokud mame k dispozici napriklad 100 méreni, tak test bude spolehlivejsi, pokud
budou rozdéleny v pomeéru 50 a 50 pripadu nez treba 90 a 10. Rozdil vsak nebude

citelny vyjma piipadi extrémné nevyvazenych skupin (napiiklad 3 a 97).

Ukazatelem miry uc¢inku pro t-test pro dva nezavislé vybéry je takzvané Cohenovo d
nesouci jméno psychometrika a prikopnika mér uc¢inku Jacoba Cohena. Logika tohoto
ukazatele je presné stejnd jako v pfedchozich pripadech. Spocitame rozdil mezi primeéry
obou skupin a standardizujeme jej pomoci (spoletné) smérodatné odchylky S2. Vzorec

pro jeho vypocet by tedy vypadal nasledovné:?

d:

Sx

Statistické programy standardné Cohenovo d neuvadéji. Checeme-li zpétné dopocitat jeho

hodnotu, mizeme ji ziskat p¥imo ze statistiky ¢ a rozsahiti souborti n a m pomoci vztahu?®

Kdyz jsme odvozovali t-test pro dva nezavislé vybéry, predpokladali jsme kromé neza-
vislosti jednotlivych méreni také normalni rozdéleni ndhodnych veli¢in a to, ze maji stejny

rozptyl. Posledni zminovanou podminku se nam vsSak casto nedari dodrzet. Zejména tehdy,

25 Aby situace nebyla tak jednoduchd, v literatufe nardzime na nékolik dalsich variant této statistiky.
Jde zejména o zpusob, jakym pocitat spole¢nou smérodatnou odchylku. Nékteri autori ji pocitaji podle

2 2
vzorce Sy Sn= 1)175” (m=1) , ktery vede k presnéjsimu avsak vychylenému odhadu parametru o.

Abychom Vsak byli konzistentni se vzorcem pro vypocet t-testu a také zbytkem tohoto textu, budeme
pouzivat nevychyleny odhad (vic o takzvaném vybérovém a populaénim rozptylu viz 4.2.2). Tu a tam

muzeme také zahlédnout vzorec S, = 1/ % Ten by vedl ke spravnému vysledku pouze tehdy, pokud by
obé srovnavané skupiny mély stejny rozsah. Nami zvoleny postup se nékdy téz oznacuje jako Cohenovo d
s Hedgeovou korekei.

26Ctenaii nedoporuc¢ujeme pro pievod t na d pouzivat online kalkulatory. Velmi ¢asto nejsou autoii kon-
zistentni s definici miry Gc¢inku, kterou sami uvadi, a Casto voli priblizné metody. Setkdvame se napriklad
s formuli d = \/%, jejiz logiku ani piivod se nepodarilo autorovi téchto skript vypéatrat.
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kdyz provadime urcitou intervenci a srovnavame jeji dopad v kontrolni a experimentalni
skupiné, ¢asto pozorujeme zvyseni rozptylu v experimentalni skupiné.

Tyto nedostatky resi Welchiv test znamy téz pod nazvem t-test pro dva neza-
vislé vybéry bez predpokladu stejnych rozptyla. Pii jeho odvozeni vyjdeme z velmi

podobnych predpokladii jako u t-testu pro dva nezavislé vybéry:

X NN(,LLXan)a YNN(,UY;U@'
Rozdil je pouze v tom, %e nemusi nutné platit tvrzeni o2 = o2, tedy ndhodné veliciny
v jedné a druhé skupiné mohou byt rtizné variabilni. Testovou statistiku opét odvodime
z rozdiltl aritmetickych pramért, pro které plati X ~ N (,ux, %ai) aY ~ N (/j,y, %03).
Budeme-li predpoklddat platnost nulové hypotézy (Hy : px = fiy), pak zjistime, Ze

o 1 1 2 2
X =¥~ N (= o+ o) ~ N (0,24 ),
n m n m

Stejné jako v minulém piipadé z rozdilu priméri a odhadu jejich rozptylu vytvorime
testovou statistiku, kterd ma Studentovo t-rozdéleni s v stupni volnosti:
X-Y
T=———xsnr~t,.
+

3 ‘x('é
3R

Urcitou komplikaci je stanoveni poc¢tu stupni volnosti v. Pouzivame k tomu pomérné

krkolomny odhad

Déle pracujeme s Welchovym testem stejnym zpusobem jako s t-testem pro dva nezavislé
vybéry.

Welchtiv test neni tak populdrni jako t-test. Diivody nejsou zcela jasné — za dodrzeni
vsech predpokladi je sice t-test zanedbatelné silnéjsi, Welchliv test je vSak robustnéjsi a
nenf svazan Casto porusovanou podminkou stejnych rozptyli. Rada statistiki se piiklani
k nazoru, ze Welchtiv test by mél byt testem prvni volby a t-test jen specialnim pripadem,
ktery pouzivame tehdy, kdyz si jsme jisti shodou rozptyli (nebo kdyz méame stejné rozsahlé
soubory — tehdy nenf ani t-test ovlivnény rozdilnymi rozptyly). Ve skutec¢nosti ma Welchtv
test jesté jeden nedostatek, ktery se vSak v praxi nijak neprojevuje. Na rozdil od t-testu

se jedna o priblizny test a nalezend p-hodnota neni matematicky zcela presna.

V pripadé, ze bychom chtéli uvést miru tic¢inku pro rozdil mezi priméry dvou nezavis-

Iych vybéri s rozdilnymi rozptyly, mizeme opét pouzit Cohenovo d. Mizeme se tim vSak
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dopustit urcitého zkresleni, jelikoz pri vypoctu predpokladame shodu rozptyli. Vhodnou
alternativou by mohla byt statistika s ndzvem Glassova A (delta). Logika tohoto ukaza-
tele i jeho interpretace je stejnd jako u Cohenova d, misto spole¢né smérodatné odchylky
vsak pouzijeme smérodatnou odchylku z jediné skupiny, obvyklé té, kterou oznacujeme

za kontrolni (tedy Sy). Vzorec pro vypocet by tedy vypadal nasledovné:

Xy

A
S Y

5.4.3 Test rozptylu a F test

Ne vzdy nas zajimaji pouze sttedni hodnoty nahodnych veli¢in, s nimiz pracujeme. Nékteré
hypotézy, které pri vyzkumu formulujeme, se tykaji dalSich charakteristik nahodnych
veli¢in. V této kapitole se seznamime s pripady, jak testovat hypotézy tykajici se rozptylu
nahodnych veli¢in s norméalnim rozdélenim.

Zacnéme od pomeérné prostého pripadu, kdy chceme rozhodnout, jestli ma ndhodna
veli¢ina X rozptyl roven né&jaké stanovené hodnoté o2. Pracovali bychom tedy s nasledujict

alternativou a nulovou hypotézou:
.2 2 L2 2
Hy:0°# 05, Hy:o0" =og,

kde o2 je parametr ndhodnd veliciny X ~ N(u,o0?). Testovou statistiku odvodime z vy-

bérového rozptylu S? = -L-3? (X; — X)2. V kapitole 4.3.1 jsme dosli k poznatku,

ze vybérovy rozptyl za daného predpokladu po vynésobeni stupni volnosti a vydéleni

skuteénym rozptylem m4 rozdéleni x2 ;. Rozdéleni x? je ndm znamé a hodnoty jeho

distribu¢ni funkce jsou k dispozici. Jako testovou statistiku V' tedy mizeme pouzit tvar
S%(n—1)

V=" 2
0'(% n—1

Pro vypocet p-hodnoty bychom pouzili rozdéleni y? a kritické obory bychom stanovili
jako <O7X?L—1;%:| U [Xi—l;l—%?oo)

Tento test nejspis nevyuzijeme prilis c¢asto, zminujeme jej spise pro uplnost. Sahli
bychom po ném tieba tehdy, kdyz bychom si kladli otazku, jestli zaci zakladni skoly pro
nadané déti maji stejné rozmanité 1Q jako béznd populace (tedy op = 15). Za ukazatel
miry uc¢inku bychom mohli zvolit pomér pozorované smérodatné odchylky a ocekavané

smérodatné odchylky, tedy C%

Mnohem c¢astéji narazime na problém, kdy chceme srovnat rozptyly u dvou nezavislych

nahodnych vybért. Za predpokladu, ze ndhodné veli¢iny, s nimiz pracujeme, maji normalni
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rozdéleni, muzeme pouzit Fishertiv F test. Pri konstrukci testové statistiky vyjdeme
z vybérovych rozptyli S2 a S? (pismeny X a Y znacme ndhodné veli¢iny v prvnim a
druhém vybéru o rozsazich n a m). Nulova hypotéza, jejiz platnost budeme testovat, a

oboustranné alternativa by znély
.2 2 .22
Hy:oy#o0, Hy:o;=o0y.

Na rozdil od testi stfedni hodnoty se vSak nebudeme tazat, o kolik se od sebe rozptyly
lisi, ale kolikrdt je jeden vétsi (mensi) nez ten druhy. K dispozici mame dvé nezavislé
nadhodné veliciny, které maji rozdéleni y?. Vratime-li se ke kapitole 2.7, kde shrnujeme
spojita rozdéleni pravdépodobnosti, zjistime, ze vhodnym kandidatem pro rozdéleni tes-

X2 /v

tové statistiky je Fisherovo F rozdéleni definované jako Zio
©

Podobu testové statistiky

ziskame tak, Ze do této definice dosadime veli¢iny Vx a Vy (viz vyse):

52 (n—1)
X
X2 Vx 2 52
_ v __ n—1 _ n—1 _ X
F = Xa = = S%,(mfl) — 52 ~ Fn—Lm—l'
o m—1 -2 Y
m—1

Zjistili jsme tedy, ze podil dvou nezavislych vybérovych rozptyli méa rozdéleni F. Testova

statistika bude mit proto nezvykle jednoduchy tvar

512

F==
S

~ Fn—l,m—l-

Pro stanoveni p-hodnoty bychom tedy vyuzili F rozdéleni s n — 1 a m — 1 stupni volnosti
(pofadi stupni volnosti nejde zaménit, prvni hodnota vzdy patii k ¢itateli a druha ke
jmenovateli). Kriticky obor pro oboustrannou alternativu md tvar W = (0, Fy,—1m-1,2] U
[Fn—l,m—l;l—%a OO)

Pro F test se bézné neuvadi zadny ukazatel miry uc¢inku. Divodem muze byt to, ze
tento test samostatné vyuzivame jen zridka — ke slovu ¢astéji prichazi pri préaci s linearnimi
modely, které maji vlastni miry tc¢inku. Pokud nutné néjaky ukazatel miry ic¢inku potie-
bujeme, muzeme pouzit samotnou statistiku F (tzn. pomér rozptyli) nebo jeji odmocninu

(pomér smérodatnych odchylek), coz je pro ¢lovéka ziejmé intuitivnéjsi varianta.

V tadé text najdeme doporuceni pouzivat F test ptfi rozhodovani mezi t-testem pro
dva nezavislé vybéry a Welchovym testem. Logika by byla takova, ze kdyz pomoci F testu
zamitneme hypotézu o shodé rozptyld, sdéhneme po Welchové testu, pokud k zamitnuti
nedojde, pouzijeme t-test. Navzdory tradici tento postup nelze ¢tenari pausalné doporu-

¢it, a to hned ze dvou divodii. Prvni je ten, ze F test je mimoradné nachylny na poruseni
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predpokladu normalniho rozdéleni (vzpomenme, jak citlivé reaguje rozptyl na pritom-
nost outliert). Tento problém by bylo mozné prekonat pomoci o poznéni robustnéjsiho
Leveneova testu (viz 5.4.5). Zavaznéjsi je vSak ndmitka pramenici ze samotné logiky tes-
tovani nulovych hypotéz. F test nam dé odpovéd bud ,v rozptylech existuje rozdil“, nebo
,nevime“. Odpovéd ,nevime“ bychom tedy chépali jako diikkaz o shodé rozptyld, ktery
ospravedlnuje pouziti t-testu. Jak moc se tento postup pri¢i logice, nechdme na posou-
zeni samotného ¢tenare, pravdou vsak je, ze fada simulac¢nich studii dochazi k zavéru, ze
v pripadé nejistoty je nejlepsi cestou neprovadét F test, ale séhnout rovnou po Welchové

testu.

5.4.4 Testy korelacniho koeficientu

Vyzkumné hypotézy se Casto tykaji nejen rozdilii mezi skupinami, ale i souvislosti mezi
sledovanymi veli¢cinami. Mtzeme tfeba zkoumat, jestli s poc¢tem ujetych kilometri voli
télesnou reakei na stresor, nebo jestli déti, které konzumuji vice cukru, maji vétsi problémy

udrzet pozornost.

Miru zévislosti mezi dvéma kvantitativnimi znaky jsme se v kapitole 3.7.2 naudili
vycislit pomoci Pearsonova korela¢niho koeficientu. Budeme-li méreni opakovat, zjistime,
ze odhad korelacniho koeficientu nahodné kolisé, a bezesporu tedy jde o ndhodnou veli¢inu,
kterd ma urcité rozdéleni pravdépodobnosti. Toto rozdéleni nepatii mezi zadné z nam
divérné znadmych rozdéleni, existuji vsak hned dva zptsoby, jak jej na znamé rozdéleni
transformovat.

Prvni a nejcastéji pouzivanou metodou je test korelacniho koeficientu pomoci
t-distribuce. Méjme nulovou hypotézu Hy : p = 0 a alternativu Hy : p # 0, kde p
predstavuje skutecnou hodnotu korela¢niho koeficientu nahodnych veli¢in. Za platnosti

nulové hypotézy a predpokladu normélniho rozdéleni sledovanych veli¢in plati vztah

R
T=—— \Vn—2n~t,
vi—r'" ’

Pearsontv korelacni koeficient naméfreny na n parech hodnot miizeme tedy prevést na
statistiku 7', kterd ma Studentovo t-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti. Toto tvrzeni bohuzel
s nasimi znalostmi neumime dokazat.

Vsimnéte si, ze k vypoctu p-hodnoty staci (kromé tabulek) jen znalost Pearsonova
korelacniho koeficientu r a rozsahu souboru n. Diky tomu bychom mohli rovnou tabelovat
kritické hodnoty pro hodnotu r pri daném rozsahu souboru, ¢ehoz se pred nastupem

pocitacti hojné vyuzivalo. Kriticky obor pro dvoustrannou hypotézu muizeme stanovit

jako W = (—o0, tn_z;%] U [%-2;1—%7 00).
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Pearsontuv korelacni koeficient sém o sobé splnuje pozadavky pro miru ucinku. Pri-
padné jej mizeme prevést na takzvany koeficient determinace, ktery vypocitame jako
druhou mocninu korela¢niho koeficientu, tedy 2. Tento ukazatel ma pomérné elegantni
definici — znaci procento rozptylu, které spolu korelované veli¢iny sdileji. Jeho hodnota
muze pochopitelné kolisat od 0 do 1.

Vy$e uvedené poznatky plati beze zmény i pro bodové-biserialni korela¢ni koeficient,
ktery pocitame na jedné dichotomické a jedné metrické proménné. Na stejny problém
se tak muzeme divat ze dvou 1hli — jako na rozdil mezi dvéma skupinami nebo jako
na souvislost mezi dvéma proménnymi. Stejnou hypotézu tedy miizeme ovérovat pomoci
dvou statistickych testi vyuzivajicich rozdéleni t — t-testu pro dva nezavislé vybéry a
testu Pearsonova korela¢niho koeficientu. Hodnota ¢ i z ni odvozena p-hodnota bude pro
oba pripady stejna. Z toho plyne zajimavy postieh a to, ze t, r a Cohenovo d muzeme

mezi sebou volné prevadét??.

Prezentujeme-li vysledky testu Pearsonova korelacniho koeficientu pomoci statistiky
T, obvykle uvadime jen hodnotu r, stupné volnosti a p-hodnotu. Napriklad: Obé vedlejsi

Skdly dotazniku jsou silné korelované, r(48) = 0.71,p < 0.001.

Druhé metoda testovani vyznamnosti Pearsonova korelacniho koeficientu vyuziva Fi-
sherovu transformaci r na z (anglicky r-to-z transformation). Tato transformace ndm

umoznuje prevést nahodnou veli¢inu R na veli¢inu Z s normélnim rozdélenim dle vztahu

1
2 1-pn—-3

kde In oznacCuje prirozeny logaritmus. V piipadé, Ze plati nulova hypotéza (tedy py = 0),

1
Z~N(0,—).

7 tohoto vztahu snadno odvodime testovou statistiku U':

pak ma veli¢ina Z rozdéleni

U= =7 Vn—3~N(0,1),

z niz ziskame p-hodnotu pomoci distribu¢ni funkce normovaného norméalniho rozdéleni.

2TPro ptevod t na 7, lze vyuzit vztahu r = ¢t/v/t2 +n — 2, kde n je pocéet viech pozorovani. Z ekviva-
lence obou testl plyne jesté jeden poznatek. Vzpomenme si, ze t-test pro dva vybéry byl zatizen kromé
predpokladu normality i predpokladem shody rozptylt mezi skupinami. Timto predpokladem je vazan
i test Pearsonova korela¢niho koeficientu, a¢ se o tom prili§ ¢asto nemluvi a obecné tento prepoklad
byvé prehlizen. Jde o takzvany predpoklad homoskedasticity, ktery rikd, ze s ménici se hodnotou jedné
korelované proménné se nesmi ménit rozptyl druhé proménné.
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Test pomoci Fisherovy transformace je jen priblizny. Nahodna veli¢ina Z nema zcela
presné normalni rozdéleni, s rostoucim rozsahem vybéru se k nému vsak priblizuje. Pro
malé soubory a v piipadech, kdy se korelacni koeficient ptiblizuje k (plus ¢i minus) jed-

2 a nedaif se mu odhalit poruseni nulové hypotézy. Ob-

nicce, je test prilis konzervativni
vykle proto davame prednost testu pomoci t-distribuce. Vyjimkou jsou dva pripady. Jed-
nim je situace, kdy nulova hypotéza neocekava nulovou hodnotu korelacniho koeficientu,
ale néjaké jiné cislo (naptiklad Hy : p = 0.5, obecné p = pg). Z vySe uvedeného snadno
odvodime obecny vzorec testové statistiky, kterd ma za platnosti nulové hypotézy opét

normované normalni rozdéleni:

U= (Z—z)vn—3~N(0,1),

kde Z je nalezeny korelacni koeficient prevedeny pomoci Z transformace a zg = % . ln%.

Druhym ptipadem je srovnani dvou korela¢nich koeficientt ziskanych ze dvou
nezavislych nahodnych vybéri o rozsazich n a m. Postup je takovy, ze oba koeficienty
prevedeme na nahodné veli¢iny Z; a Zy pomoci Fisherovy transformace. Jelikoz veliciny

jsou nezavislé a pochazi z normalnich rozdéleni se zndmymi rozptyly a (za platnosti nulové

hypotézy) shodnymi stfednimi hodnotami, pak pro testovou statistiku U plati*®

U= L s ~ N(0,1).

1 1
n—3 + m—3

Velkou slabinou této metody je jeji mala sila. Predstavme si situaci, kdy mame dvé skupiny
o rozsazich 20 a 15 méfeni, u kterych jsme pozorovali korelacni koeficienty 0.2 a 0.7. Rekli
bychom, Ze se jedna o pomérné velky rozdil nalezeny na souborech o nezanedbatelnych
rozsazich. Po prevedeni na statistiky Z (Z; = 0.20, Zy = 0.87) a dosazeni do vzorce pro

vypocet testové statistiky ziskdme hodnotu U = 1.76 a p = 0.08. Nulovou hypotézu tedy

nebudeme moci zamitnout.

Vy$e uvedené poznatky plati pro Pearsontuv korelacni koeficient i pro bodové-biseridlni
korela¢ni koeficient. V pripadé koeficientu ¢ testujeme vyznamnost vztahu pomoci testu
nezavislosti, viz kapitola 5.6.2.

2 1Y »

5.4.5 Analyza rozptylu pri jednoduchém tridéni

Vratme se k situaci popisované v kapitole o t-testu pro dva nezavislé vybéry. Srovna-

vali jsme nezavislé nahodné velic¢iny, u kterych jsme predpokladali normélni rozdéleni se

280becné pojmem konzervativni test oznacujeme takové testy, které nezamitaji nulovou hypotézu,
prestoze zde existuji pomérné presvédcivé dukazy o jeji neplatnosti. Tyto testy maji malou statistickou
silu, tedy i vét${ pravdépodobnost chyby druhého druhu (viz kapitola 5.5).

29Nekteré programy, napiiklad STATISTICA, odvozuji p-hodnotu z t-rozdéleni s n + m — 4 stupni
volnosti, nikoli z normalniho rozdéleni, aby dosahly presnéjsi aproximace.
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stejnymi rozptyly o2. Pracovali jsme se dvéma soubory a sledovanou charakteristiku jsme
v jedné skupiné oznacili X a v druhé Y. Co kdybychom vsak do studie zahrnuli vic (k > 2)
skupin a tazali se, jestli sledované veli¢iny maji rizné stiedni hodnoty? Nas predpoklad
by znél

X, ~ N(uy,0%), Xo ~ N(puz,0%), ..., Xp~ N(pg,0?)

a nulova hypotéza by se spolu s alternativou zménila do podoby

N s N

Hy :pi # pj; pro alespoii jednu libovolnou kombinaci riiznych i a j.

T-test pro dva nezavislé vybéry bychom obvyklym zptisobem vyuzit nemohli.

Reéeni, které ctenare pravdépodobné okamzité napadlo, je provést sérii (g) t-test1l,
a otestovat tak rozdily mezi vSemi moznymi dvojicemi skupin. Toto TeSeni skryva ve své
jednoduchosti jednu velkou slabinu. Pti kazdém testovani nulové hypotézy existuje pravde-
podobnost (a, vétsinou 5 %), ze zamitneme nulovou hypotézu, prestoze je ve skutecnosti
pravdiva. V nasem pripadé by to znamenalo, ze odhalime statisticky vyznamny rozdil
mezi dvéma veli¢inami, které maji ve skutecnosti stejné stredni hodnoty. Pokud kazdé
srovnéani, co proviadime, ma za platnosti nulové hypotézy 5% pravdépodobnost selhani,
pak nasi celkovou hypotézu p; = g = -+ - = u;, netestujeme na 5% hladiné vyznamnosti,
ale na mnohem vyssi hladiné.

Pri malém poctu srovnani neni rozdil tak markantni, ale kdybychom srovnavali 10
skupin, a provedli tedy (120) = 45 statistickych testu, pak by (za predpokladu vzajemné

nezdvislych testil) byla vyslednd hladina o rovna 1 — (1 —0.05)% = 0.90, coZz by bezpecné
pohibilo vérohodnost zavéri nasi studie.

Existuji nejméné dvé cesty, jak tento problém resit. Prvni je pouziti korekce. Lo-
gika by byla takovd, ze pokud vime, jaka je maximdalni mira, do které hladina a mohla
vzrust v disledku mnohonasobného testovani, pak by stacilo ptivodni hodnotu « vhod-
nym zpusobem snizit, aby bylo garantovano, ze nepreroste néjakou cilovou mez (obvykle
5 %). Korekei, které lze pouzit, byla v literature popsana fada, nejcastéji se vsak setkdme
s nejtvrdsi z nich — s Bonferroniho korekci. Bonferroniho korekce spoc¢iva v tom, ze
zamyslenou hladinu « vydélime poctem dil¢ich testu statistickych hypotéz, které prova-
dime. Pokud bychom tedy chtéli na 5% hladiné vyznamnosti ovéfit hypotézu, jestli se
nekteré dvé ndhodné veliciny vzajemné lisi, pak bychom jednotlivé testy provadéli na

hladiné o = 0.05/(}) = 0.05/45 = 0.001.%

30Nekdy se korekce uplatiiuje vynasobenim p-hodnot misto vydélenim hladiny «. Oba postupy jsou
ekvivalentni, jen pfi Gpravé p-hodnot si musime dat pozor, abychom neuvedli, ze p > 1.000, jelikoz by slo
o nesmyslné tvrzeni. Pokud nam toto vyjde, uvadime p = 1.000
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Bonferroniho korekci bychom vsak méli povazovat za krajni feSeni. Jejim nejvétsim
problémem je to, ze s narustajicim poctem testovanych hypotéz neadekvatné roste jeji
sila, takze pri velkém mnozstvi test dil¢ich nulovych hypotéz spolehlivé zlikviduje sanci
kteroukoli z nich zamitnout, tfebaze neplati. Od urc¢itého mnozstvi dil¢ich testi, se tak
stava Bonferroniho korekce nepouzitelnd, pokud vztahy, které ovérujeme, nejsou skutecné
silné. I presto je vhodné tento nastroj mit v arzenalu statistickych metod, jelikoz v tadé
situaci nenajdeme jinou cestou, nez se k této ponékud konzervativni korekei uchylit. Vy-
hodou Bonferroniho korekce je totiz to, ze je zcela univerzalni — nezalezi na tom, z jakych

testdl jsme p-hodnoty ziskali, jde jen o to, kolik jich bylo.3!

Situace, kdy srovnavame stredni hodnoty k& nahodnych veli¢in, ma vsak za vyse uvede-
nych predpokladu jesté jedno o mnoho elegantnéjsi feseni, a tim je analyza rozptylu pri
jednoduchém t¥idéni*? (zkrdcend ANOVA z anglického analysis of variance). Analyza
rozptylu zkouma rozdily ve stfednich hodnotiach nahodnych veli¢in, jak nazev napovida,
pomoci srovnani odhadii rozptylu. Pouzivad k tomu népadity trik. Hodnotu rozptylu o2
totiz mizeme odhadnout dvéma vzajemné nezavislymi zpusoby.

Jednak lze pouzit cestu, kterou jiz zname z kapitoly o t-testu pro dva nezavislé vy-
béry. Vypocitame vybérovy rozptyl pro kazdou skupinu pozorovani zvlast a tyto hodnoty
(52,82, ..., 5%) zpriimérujeme pomoci vdZeného priiméru, kde jako vdhy pouZijeme stupné
volnosti. Ziskany odhad S?, ktery se tradi¢né nazyvd chybovy rozptyl nebo rozptyl

uvnitt skupin, ziskdme jako

1
n—=k

Zi(in - X;)?,

j=14i=1

S2 =

1 k
n—k

J

(n; —1)S; =
1
kde n; jsou rozsahy jednotlivych skupin a n je celkovy rozsah souboru.

K vypoctu druhého odhadu rozptylu vyuzijeme nasi znalost toho, zZe rozptyl priméru
X z n ndhodnych veli¢in je n-krat mensi nez rozptyl pivodni ndhodné veli¢iny X . Pokud
by tedy vSechny skupiny byly stejné velké (n;), stacilo by z k naméfenych priameért spocitat
vybérovy rozptyl a ten vynasobit c¢islem n;. Opét ziskdme nestranny odhad rozptylu
nahodné veliciny X. Tentokrat jej nazvéme rozptyl mezi skupinami a zna¢me S2.

Pokud skupiny nejsou stejné velké, nebudeme rozsahem skupiny nésobit vysledny rozptyl,

317a zminku stoji i Holmova korekce, kterd je stejné Gcinna jako korekce Bonferroniho a zarovei je
Setrnéjsi k sile testu. Pokud je nase hypotéza slozend z s dil¢ich hypotéz, pak nejmensi ziskanou p-hodnotu
budeme srovndvat s hladinou ¢, druhou nejmensi s hladinou -2, tieti nejmensi s -%5 aZ po nejvyssi
p-hodnotu, kterou srovnavame s hodnotou «. Pokud zamitneme libovolnou z dil¢ich nulovych hypotéz,
pak zamitame i celkovou nulovou hypotézu.

32 Jednoduchym t¥idénim se rozumi to, Ze pozorovani rozdélujeme na zédkladé jediného faktoru — kvalita-
tivni proménné. V budoucnu zjistime, ze pod hlavickou analyzy rozptylu bychom mohli ovéfovat mnohem
komplexnéjsi hypotézy, v nichz by svou roli hralo vice faktort. S témito postupy se ale seznamime az
v kontextu obecnych linedrnich modeli.
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Tabulka 7: Tabulka pro vypocet analyzy rozptylu

Soucet Ctvercu Stupné volnosti  Stredni ¢tverec

Zdroj rozptylu (SO) (s.v.) (S2) F
Mezi skupinami Z?Zl nj(X; — X)? kE—1 % %
Uvniti skupin ;?:1 S (X — Xj)2 n—k fvcij

Celkovy Y Y (X — X)? n—1

ale kazdy sc¢itanec zvlast:
2 1 3 % )2
S = 77 22X = X)°
j=1

Méme tedy k dispozici dva nezavislé odhady parametru o?: S? a S2. Prvnf z nich m4 k—1
stupni volnosti a druhy n — k. Mezi obéma odhady je jesté jeden zasadni rozdil: zatimco
chybovy rozptyl neni zavisly na platnosti nulové hypotézy, tak rozptyl mezi skupinami se

zvétsuje s tim, jak moc se rizni hodnoty p;.

Dalsi postup je velmi snadny. Jelikoz vime, Ze oba odhady rozptylt jsou nezavislé3?,
a jelikoz zname jejich stupné volnosti, mtizeme jejich shodu porovnat pomoci F testu,
s nimz jsme se seznamili v kapitole 5.4.3:
S

F= ? ~ kal,nfk-

P1i analyze rozptylu pracujeme vzdy s jednostrannou hypotézou. Nizké hodnoty testové
statistiky by totiz znamenaly, Ze praméry Xi, X, ..., X} jsou jesté méné rozmanité, nez
bychom ¢ekali, coz zcela jisté nelze interpretovat jako poruseni nulové hypotézy. Kriticky
obor stanovime jako W = [Fi_1 - k:1—a, 00).

Vypocet analyzy rozptylu se ¢asto provadi pomoci tabulky, do které zapisujeme zvlast
soucty ¢tvercu (S C’) a jejich stupné volnosti a nasledné jejich podil, tedy odhad rozptylu,
ktery se v terminologii ANOVy nékdy nazyva stredni ¢tverec. Kromé odhadu wvnitr sku-
pin a mezi skupinami mizeme pracovat s celkovym rozptylem, ktery bychom ziskali jako
vybérovy rozptyl vypocitany ze vSech n pozorovani bez ohledu na skupinu. Celkovy roz-
ptyl do vypoctu nevstupuje, ale mizeme si s jeho pomoci usettit vypocet jednoho ze
zbyvajicich dvou odhadt rozptylu (viz nize uvedené vztahy). Vypocet analyzy rozptylu

shrnuje tabulka 7.

33Coz mimochodem neni trividlni poznatek, ditkaz tohoto tvrzeni vsak piekracuje tiroveni znalosti
prezentovanych v tomto textu.
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Index j pojmenovava skupinu a ¢ jednotliva méreni uvniti této skupiny. Pro statistiky

v tabulce plati tyto vztahy:

Séc = Sém + Séu, SV.e = SVuy + SV,
S 1EY S
X=-2 2 X Xj=—> X

[ g nj i1

ANOVA pii jednoduchém tridéni predstavuje zobecnéni t-testu pro dva nezavislé vy-
béry. Je tedy stejné silnd a zatiZzena stejnymi predpoklady. Problematicky muze byt pred-
poklad stejného rozptylu u vSech srovnavanych nahodnych velic¢in, jelikoz jeho platnost
casto nemizeme garantovat a jeho zanedbani by mohlo vést k zna¢nému zkresleni vy-
sledkti. Pomoci ndm muze opét Welchtiv test, ktery je mozné zobecnit na vice nezavislych
vybérii — mizeme jej pak oznacovat jako Welchovu ANOVu. Pro tuto variantu Wel-
chova testu plati totéz, co jsme o této metodé zminovali v kapitole 5.4.2. Presny postup
vypoctu Welchova testu pro vice vybérti zde nebudeme popisovat, vétsina statistickych

programi jej vsak poskytuje.

A¢ nedoporucujeme svérit rozhodovani o tom, jestli je vhodné pouzit ANOVu nebo
jeji Welchovu obdobu, do rukou jiného statistického testu, ktery ovéri hypotézu o rozdi-
lech rozptylt mezi skupinami, dvé metody, které tuto hypotézu testuji, zminme. Prvni je
zobecnénim F testu s ndzvem Bartlettiiv test homogenity rozptyl.?* Pti dodrzeni
predpokladu normalniho rozdéleni je Bartlettiv test velmi citlivy, jiz pfi malém poruseni
predpokladii vSsak selhava, neni proto ¢asto vyuzivan.

Ve srovnani s Bartlettovym testem je o mnoho robustnéjsi Leveneuv test. Opét
jde o metodu, kterd ovéruje nulovou hypotézu o shodé rozptylt vice ndhodnych velic¢in
(Hy : 07 = 02 = ... = 07). Metoda je ve skutecnosti jen chytrou adaptaci ANOVy.
Pred samotnym vypoctem od kazdé namérené hodnoty (Xj;) odecteme pramér skupiny,

ze které toto méfeni pochazi (X;), a z tohoto rozdilii ziskdime absolutn{ hodnotu (Zj;).
Tedy
Zji = [ X5 = X1

Na takto transformovanych hodnotach provedeme analyzu rozptylu (nebo t-test v pripadé
dvou skupin).

Levenetv test je v praxi hojné pouzivany kviili své robustnosti. Z pohledu statistika
se vSak jedna o pomérné obskurni postup. Zamyslime-li se nad konstrukei testu hloubéji,
zjistime, ze kvili transformaci, kterou s mérenimi provadime, ztracime nezavislost jednot-

livych hodnot uvnitt kazdé skupiny. Automaticky tak porusujeme jeden z nejzasadnéjsich

34Nezaménujte s Bartlettovym testem sféricity, ktery testuje rozdil mezi korela¢ni matici a jednotkovou
matici (tedy ¢tvercovou matici, kterd obsahuje kromé diagondly s jedni¢kami samé nuly).
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predpokladi statistickych testti. Jak se zda, i pres tuto vadu na krase metoda poskytuje

divéryhodné vysledky.

Analyza rozptylu prekonava problém zvysSeni hladiny a v disledku mnohondsobného
testovani. Pokud vsak po provedeni ANOVy zamitneme nulovou hypotézu, nedostaneme
odpoved na to, které dvojice ndhodnych veli¢in se svymi stfednimi hodnotami lisi. Potie-
bovali bychom metodu, ktera identifikuje statisticky vyznamné rozdily a zaroven citliveé
koriguje nepresnost vzniklou v disledku mnohonasobného testovani. Nejcastéji k tomu
pouzivame dva testy — Tukeyho test a Scheffého test. Obecné témto metodam fikame
post hoc testy nebo testy parového srovnani. Princip obou téchto metod presahuje
rozsah tohoto kurzu. Zminme vsak hlavni rozdily v jejich uziti.

Tukeyho HSD test (honest significant difference) byl pivodné odvozen pouze pro si-
tuace, kdy vsechny skupiny maji stejné rozsahy. V pripadé riznych rozsaht se pri kazdém
parovém srovnani pouzival mensi rozsah z obou skupin. Statistické programy vsak ob-
vykle nabizeji i variantu pro nestejné rozsahy (nékdy pod nazvem Tukey-Krameruv test).
Tukeyho test je pii malém poc¢tu srovnavanych skupin® velmi silny. S jejich rostoucim
poctem vsak svou citlivost ztraci a pti opravdu velkém poctu skupin jiz neprinasi zadny
uzitek, jelikoz (podobné jako Bonferroniho korekce) nezamitne prakticky zddnou nulovou
hypotézu bez ohledu na jeji platnost.

Scheffého test je slabsi nez test Tukeyho. Jeho korekce vSak vychézi z ponékud jiné
logiky. Scheffé dokazal, ze s rostoucim poc¢tem srovnavanych skupin (respektive drovni
nezavisle proménné) je sice nutné korigovat nalezené vysledky ¢im dal tim pfisnéji, to
vsak neznamend, ze pri astronomickém poctu srovnani musime byt nekonecné prisni a
nezamitat zadnou nulovou hypotézu. Je zde urcita hranice, kterou nase zptisnovani nikdy
nemusi presdhnout. Tuto hranici Scheffého test vyuziva a bez ohledu na pocet skupin
pocita s tim, ze budeme provadét nekonecno parovych srovnani. Pii malém poctu srov-
navanych skupin je to spis na skodu, ale s jejich rostoucim poctem Scheffého test prekond
ostatni metody parového srovnani.

Pro tplnost zminme, ze Scheffého test do svého nekonecna moznosti, s nimiz pocita,
zahrnuje i testy kontrasti, tedy libovolnych kombinaci srovnavanych strednich hodnot. Na
rozdil od Tukeyho nam tedy dava moznost zkoumat hypotézy jako tieba g+ o = pg+ pig
nebo 0.3u140.7u3 = ps (zbyvajici nekoneéno moznych linedrnich kombinaci necht si ¢tenar
predstavi sam). Testy téchto hypotéz nazyvame testy kontrasti, obvykle je vSak v praxi

nevyuzijeme.3¢

357 dtiraznéme, 7e to, na ¢em zdlez{ pii vybéru post-hoc testu, je pocet skupin (k), nikoli pocet pozo-
rovan{ (n), coz nesmyslné studenti ¢asto u zkousky tvrdi.

36Zminme jesté jeden post hoc test, ktery se ¢asto objevuje ve statistickych programech, a tim je Fishe-
riv LSD test (least significant difference). Navzdory nédzvu vypodet tohoto testu nezahrnuje konzumaci
psychotropnich latek. Jedna se o sérii dvouvybérovych t-testi, jen s tim rozdilem, ze pro odhad sméro-
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Neprijemnou vlastnosti ANOVy a post hoc testt je to, ze se mizeme dostat do situace,
kdy ANOVA zamitne nulovou hypotézu, post hoc test vsak nenajde signifikantni rozdil
v zadném parovém srovnani. Signifikantni rozdil zde sice existuje, ale pravdépodobné
je skryt v nékterém z kontrasti. Dobrou zpravou je to, ze je zcela pripustné nejprve
provést Tukeyho test i Scheffého test, a teprve pak si vybrat, vysledky které metody
budeme prezentovat. Tento postup ospravedlnuje ANOVA, kterou pred pouzitim post
hoc testit musime provést. Pochopitelné opacna situace se stat nemtze, jelikoz post hoc

testy neprovadime, pokud pomoci ANOVy nulovou hypotézu nezamitneme.

5.4.6 Ovéreni predpokladi a testy normality

Cim pifsnéjsimi podminkami test statistické vyznamnosti svazeme, tim citlivéjsi na po-
ruseni nulové hypotézy se metoda stava. Toto je obecna pravda, s jejiz platnosti jsme se
mohli seznamit v minulych kapitolach — naptiklad t-test pro dva nezavislé vybéry je o néco
citlivéjsi nez Welchtiv test, obé metody totiz odliSuje podminka stejnych rozptyli v obou
skupinach, které je Welchiiv test zprostén. Jednu podminku maji vSechny parametrické
testy, s nimiz jsme se seznamili, spolecnou: predpokladaji, ze zkoumané nahodné velic¢iny
maji normalni rozdéleni.

Podminka normality je ztratou a zaroven prinosem. Parametrické testy se diky ni mo-
hou chlubit velkou statistickou silou, tedy schopnosti citlivé detekovat poruseni nulové
hypotézy. Na druhou stranu z prisné matematického pohledu parametricka statistika fun-
guje jen a pouze tehdy, kdyz rozdéleni zkoumané veli¢iny odpovida bez nejmensi odchylky
tomu, pro které bylo odvozeno.

Znamend to tedy, ze bychom méli zavrhnout postupy parametrické statistiky kdy-
koli nemtzeme garantovat neptitomnost byt nepatrné odchylky od normélniho rozdéleni?
V praxi tomu tak neni. Malokdo by asi prohlésil, Ze je neakceptovatelné pouzit t-test,
jelikoz kvtli tvaru rozdéleni zkoumané veli¢iny chybné zamita platnou nulovou hypotézu
v 5.1 % pripadu misto 5 %, které jsme pozadovali. Otézky, pred kterymi stojime a které
bohuzel nemaji jednoznacnou odpovéd, znéji: Jak velké selhdni testu jeste muzeme tole-
rovat? Jak moc se muZe rozdéleni nahodné veliciny lisit od normdlniho? Jak pozndm, do
jaké miry se rozdeleni mé ndhodné veliciny odlisuje od normdlniho rozdéleni? Nastinme
nékolik tvah a postupt, které nam pomohou se v tomto tématu zorientovat.

Dtive, nez budeme patrat po tom, kolik toho parametricky test snese, pripomenme
koncept centrélniho limitniho teorému (viz kapitola 2.7.3), ktery je zde klicovy. Centralni
limitni teorém tika obecné to, ze kdyz vezmeme n nezavislych nahodnych veli¢in, které

mohou mit bezmala libovolna rozdéleni pravdépodobnosti, pak jejich soucet se bude nor-

datné odchylky je pouzit vazeny prumér odhadu rozptylu ze vsech skupin, ne jen z téch dvou, s nimiz je
srovnani provadéno. Problém naristu hladiny « v dusledku mnohonasobného testovani tento test vsak
nijak neresi.
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malnimu rozdéleni priblizovat o poznani vice, nez se priblizovala rozdéleni jednotlivych
nahodnych veli¢in. S rostoucim n tato podobnost poroste a pri jeho obrovskych hod-
notach bude vzniklé rozdéleni pravdépodobnosti k nerozeznani od normalniho rozdéleni.
Kdyz prolistujeme posledni stranky skript, zjistime, Ze testy, které jsme probirali, nepra-
cuji s jednotlivymi méfenimi, ale se statistikami (s priamérem a smérodatnou odchylkou),
nejsme tedy limitovani rozdélenim ptivodni ndhodné velic¢iny, ale rozdélenim aritmetického
prumeéru a vybérové smérodatné odchylky. Diky pusobeni centralniho limitniho teorému
maji oba tyto ukazatele s rostoucim rozsahem vybéru tendenci chovat se ocekavanym

zpusobem bez ohledu na rozdéleni pravdépodobnosti piivodni ndhodné veli¢iny.3”

Mizeme tedy cekat, ze pri velkych rozsazich vybéru budeme tolerovat vétsi odchylky
od normalniho rozdéleni nez pii praci s malymi skupinami. Co znamenaji pojmy velka ¢i
mald odchylka mizeme demonstrovat na ptikladu s t-testem pro jeden vybér.

Predstavme si situaci, kdy mame ndhodnou veli¢inu X, kterd ma urcité rozdéleni prav-
dépodobnosti se stfedni hodnotou p = 0. Vyzkumnik vsak nezna tvar distribu¢ni funkce
a ani nevi, ze se stfedni hodnota ndhodné veli¢iny rovna nule. Nahodné si tedy vybere n
realizaci této veli¢iny a pomoci t-testu pro jeden vybér ovéri na hladiné a = 0.05 nulovou
hypotézu Hy : pu = 0. Jelikoz nulova hypotéza plati, test by ji nemél zamitnout. Pokud jsme
dodrzeli vsechny predpoklady a ndhodna velicina X ma normalni rozdéleni, pak je pravdé-
podobnost, ze test chybné nulovou hypotézu zamitne, rovna péti procentiim. Nechame-li
tedy naseho vyzkumnika, aby test za stejnych podminek zopakoval 10000krat, pokazdé na
n novych vylosovanych hodnotéach, pak priblizné 9 500krat nulovou hypotézu nezamitne a
500krat ji zamitne. Z toho priblizné 250krat dojde k zavéru, ze p > 0, a 250krat, ze pu < 0.
Vysledek bude stejny bez ohledu na rozsah souboru n. Pomoci pocitace mizeme tento
postup realizovat a nechat naseho virtudlniho vyzkumnika provést nespocet nahodnych
vybéru a naslednych statistickych testi. Kdyz si vysledek kazdého z nich poznamename,
muzeme nacrtnout graf hustoty pravdépodobnosti statistiky 1" a zjistit, v kolika pripadech

presahla kritické hodnoty (viz obrézek 31).

37Zvidavy student miZze namitnout, ze centralni limitni véta pomiize u aritmetického priméru, jehoz
rozdélen{ se s rostoucim n blizi k normalnimu, ale asi ne u vybérového rozptylu, ktery ma rozdéleni x2, pro
coz jsme zadnou limitn{ vétu nepopsali. Efekt zde v3ak funguje z toho diivodu, Ze rozdéleni x? s velkym
pocet stuptiti volnosti v zac¢ind ndpadné pfipominat rozdéleni N(v,2v). Na to se jiz princip centrdlniho
limitniho teorému vztahuje.
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Obrazek 31: Chovani statistiky 7" pfi normélnim rozdéleni nahodné veli¢iny

Nahodna veli¢ina X Statistika T pfin = 10 Statistika T pfi n = 30
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Modra plocha v prvnim grafu znaci plochu pod kfivkou hustoty pravdépodobnosti ndhodné ve-
liciny X se stfedni hodnotou . = 0, éerveny obrys odpovida hustoté pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny s norméalnim rozdélenim. Zbyvajicich pét graft znazornuje hustotu pravdépodobnosti
testové statistiky t-testu pro hypotézu Hy : u = 0. Cervend barva vymezuje kriticky obor. Pro-
centa odpovidaji pravdépodobnosti zamitnuti nulové hypotézy. V tomto pripadé neni podminka
normality porusena a test bez ohledu na rozsah souboru dodrzuje stanovenou hladinu a.

Co by se vsak stalo, kdyby nase nahodna veli¢ina méla sice stale stfedni hodnotu 0, ale
tvar jeji distribu¢ni funkce se zménil? Obrazek 32 dokumentuje situaci, kdy ma ndhodna
veli¢ina X népadné zeSikmené rozdéleni, my to vSak ignorujeme a postupujeme, jako by

Slo o normalné rozdélenou veli¢inu.

Obrazek 32: Chovani statistiky 7" pri poruseni normality

Nahodna veli¢ina X Statistika T pfin = 10 Statistika T pfi n = 30
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Je patrné, Ze test pii malém rozsahu souboru (n = 10) nedodrzel stanovenou hladinu
vyznamnosti 5 % a misto toho zamitl nulovou hypotézu v 6.8 % pripadi. Pokud jsme
zvy$ili pocet pozorovani na 30, chyba klesla na 5.8 %, piin = 80 na 5.3 % a pii sto padesati
meérenich prekracoval stanovenou hladinu vyznamnosti jen o dvé desetiny procenta. Je
zjevné, ze t-test je velmi robustni i pii malych rozsazich souboru. I kdybychom se rozhodli
tuto metodu pouzit ponékud barbarskym zptisobem a ignorovali ndpadné zeSikmeni dat

i velmi maly rozsah ndhodného vybéru, nebudou vysledky zcela nesmyslné. Samoziejmé,
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ze tento postup nelze doporucit, ale je uzitecné védét, ze by nedoslo k tiplnému selhani
statistického testu, ale jen poklesu jeho presnosti.

Meze t-testu vSak nemtizeme natahovat do nekonecna. Obréazek 33 dokumentuje situaci
extrémné zesikmeného rozdéleni pravdépodobnosti. Jak je patrné, i pti mnohasethlavém
nahodném vybéru zde stéle zustavaji stopy po zesikmeni a test miizeme povazovat jen za

priblizny, pfi malém rozsahu za zcela nepouzitelny.

Obréazek 33: Chovani statistiky 7" pfi poruseni normality

Nahodna veli¢ina X Statistika T pfin =10 Statistika T pfi n = 30
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Posledni obrazek (34) dokumentuje jiny druh poruseni predpokladu. Tentokrat to neni
zesSikmeni, ale extrémni mira Spicatosti, co tvar hustoty pravdépodobnosti sledované na-
hodné veli¢iny odlisuje od Gaussovy krivky. Test v tomto piipadé respektuje stanovenou
hladinu vyznamnosti bez ohledu na rozsah souboru, ba co vic, stava jesté konzervativ-
neéjsim. Da se tedy cekat, ze v pripadé poruseni nulové hypotézy by nebyla alternativa

prijimana tak casto, jako kdybychom zvolili vhodnéjsi statisticky test.

Obrazek 34: Chovani statistiky T" pri poruseni normality

Nahodna velicina X Statistika T pfin = 10 Statistika T pfi n = 30
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V praxi je situace jesté o poznani komplikovanéjsi. Obvykle nemame k dispozici zna-
lost tvaru rozdéleni nahodné veli¢iny, ale musime si vystacit s nékolika namérenymi hod-
notami. Mohli bychom zkusit udélat rozhodnuti o tvaru rozdéleni pravdépodobnosti na
zakladé téchto hodnot, coz je cesta, kterou doporucuje fada uc¢ebnic statistiky. Mame k dis-

pozici hned nékolik statistickych testt, které testuji nulovou hypotézu Hy : X ~ N(u,0?),
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tedy Ze se rozdéleni nahodné velic¢iny nelisi od normalniho rozdéleni. Statistické programy
obvykle nabizi Kolmogortiv-Smirnoviv test, jeho adaptaci znamou jako Lilieforsuv test
a Shapirtav-Wilkuav test. Kazdy z téchto testi ovéruje nulovou hypotézu z trosku ji-
ného uhlu, testy se proto nemusi svymi vysledky shodovat. Posledni jmenovany je vsak

povazovan za nejsilnéjsi, prijmeme jej proto za test prvni volby pro dany problém.

Casto se setkdme s lidmi, ktefi pedanticky Ipf na testovani normality, a poté, co ne-
zamitnou nulovou hypotézu, postupuji, jakoby méli dikazy o jeji platnosti. Tento postup
vsak nelze pausalné doporucit hned ze dvou divodi. Jednak zde nardzime na logickou
chybu, na kterou jsme upozornovali jiz v pfipadé F testu a jeho uziti pti rozhodovani mezi
t-testem a Welchovym testem. Jednoduse kdyz nenajdeme ditkazy o tom, zZe je porusen
predpoklad normality, nemuzeme nic fict o tom, jestli zde je skutecné normalni rozdéleni
pritomno. Predstavme si napiiklad, ze pracujeme se silné zesikmenou nahodnou veli¢inou
z obrazku 33. Mam-li soubor o malém rozsahu, muze se pomérné snadno stat, ze vsechna
pozorovani padnou do oblasti vlevo od nuly (kde se skutecné veli¢ina obvykle realizuje).
Pokud do mého souboru ndhodou pronikne jedno ¢i dvé pozorovani z dlouhého pravého
chvostu, oznac¢im je jako odlehlou hodnotu a dost mozna nerozvazné ze souboru vyradim.
Takto ziskany soubor neponese nejmensi stopu poruseni predpokladu normality a zadny
test jej nebude schopen odhalit.

Druha slabina testii normality je jesté bolestivejsi. Statistické testy jsou obecné kon-
struovany tak, ze s rostoucim rozsahem vybéru citlivéji reaguji na poruseni platnosti
nulové hypotézy. To plati i pro testy normality, takze pri praci s malym souborem test
vcelku benevolentné toleruje i velkd poruseni tohoto predpokladu, zatimco pti rozsazich
souboru o nékolika tisicich méreni nulovou hypotézu zamitne jiz pii nepatrném naznaku
deformace. To je ale v pfimém rozporu se vztahem robustnosti a rozsahu souboru u para-
metrickych test: kdyz mame maly rozsah souboru, méli bychom si davat pozor i na malé
deformace rozdéleni. U velkého souboru mizeme byt o poznani tolerantnéjsi. Pii velkych
rozsazich vybéru proto vysledky testu normality neprinasi zadny uzitek.

Jakou cestu tedy zvolit? Prvnim krokem, ktery bychom méli udélat, je zobrazit si data
pomoci histogramu, v pripadé malého souboru jej pro orientaci mtizeme doplnit vysled-
kem Shapirova-Wilkova testu. Tim se vsak nevyhneme nasi prvni namitce, Ze omezeny
rozsah souboru obecné negarantuje zahrnuti i extrémnich hodnot, které v populaci mohou
existovat. PTi vybéru testu bychom proto méli pouzivat predevsim zdravy rozum.

U kazdé proménné obvykle vime, co méti a jak se chova ona charakteristika, kterou
proménnda kvantifikuje. Pokud je proménnou napriklad pocet bodu ziskanych v testu
inteligence, muzeme na prvni pohled vyloucit existenci lidi, kteri maji IQ napriklad 500
nebo —80 (nejen proto, ze neexistuji, ale naméreni takovych hodnot brani i samotna
konstrukce testu). Naopak pokud by nés zajimalo, kolik kliki dokdze prumérny clovék

udélat v fadé bez prestavky, nemusime vidét zadna data, a presto mtzeme tusit distribuci
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pripominajici obrazek 33. Vétsina lidi neudéld ani deset klikt. Lidé, kteri jsou v kondici,
se nejspis vejdou do padesati. V populaci je vsSak i hrstka extrémnich jedinct, u kterych
bychom opakovani tohoto cviku pocitali na stovky, nemluve o svétovych sampionech, kteri

udélaji tisice kliku v fadé (svétovy rekordman Minoru Yoshida jich pry udélal 10 507).

Pokud histogram zobrazuje tvar, ktery nepfipomina normalni rozdéleni nebo nas zna-
losti nahodné veliciny vedou k podezieni, ze zde mohou existovat odlehlé hodnoty, méli
bychom se zamyslet nad tim, jestli mdme dost rozsahly soubor, aby test tyto odchylky
snesl a poskytl smysluplné p-hodnoty. Pokud mame pochybnosti, méli bychom opustit

parametrickou statistiku a hledat ndhradu mezi robustnéjsimi testy.?®

Ve skutecnosti neni podminka normality ta jedina, kterd svazuje parametrické testy.
Prejdeme-li iplné fundamentalni podminku pouziti jakéhokoli testu, a to, aby jednot-
livd méreni byla na sobé nezavisla, pozadujeme, aby sledovand proménna byla metrické
(kvantitativni) povahy. Samozfejmé, ze muzeme provést t-test i na poradovych hodnotéch,
jeho vysledek se vsak uz netyka toho rysu, ktery poradové hodnoty zastupovaly, ale jen
samotného poradi. Timto tématem se tzce dotykdme psychometrie. To, ze nékdo ziska
v psychologickém testu 10 bodti, nékdo jiny 20 a nékdo dalsi 30, nemusi nutné zname-
nat, ze jsou rozdily mezi dvojicemi 10-20 a 20-30 stejné. Dusevni rysy nikdo na vlastni
o¢i nevidél a pomoci pravitka je zmérit nemtzeme. Tvrzeni o metrické povaze vysledku
psychologickych testi proto nejde uspokojivé prokazat. Obecné je vsSak povazujeme za

pravdivé i pres vyhrady nékterych psychometriki.

5.5 Analyza sily testu

Testy nulovych hypotéz nejsou neomylné. Kdyz zamitneme nulovou hypotézu, nemame
jistotu, ze skutec¢né neplati, ani kdyz jsme dodrzeli vSsechny podminky statistického testu.
Opacné situace, kdyz nulovou hypotézu nezamitneme, nam obvykle pTinasi jesté mensi
jistotou o tom, jaka je situace ve skutecnosti.

Kdyz provedeme test nulové hypotézy, mize dojit hned k dvéma druhtim chyb. Prvni
z nich nastava tehdy, kdyz nulova hypotéza plati, a my ji presto zamitneme. Této chybé
fikdme chyba prvniho druhu a sezndmili jsme se s ni v predeslych kapitolach. Pravdeé-
podobnost chyby prvniho druhu si urc¢ujeme sami prostrednictvim hladiny vyznamnosti
a. Zvolime-li tedy pétiprocentni hladinu vyznamnosti, pak v ptipadé, ze plati nulova
hypotéza, mame 5% pravdépodobnost, ze se chyby prvniho druhu dopustime.

Chyba druhého druhu nastava tehdy, kdyz nulova hypotéza neplati, my vsak jeji
poruseni nejsme schopni odhalit a nezamitneme ji. Vzdy jsme vystaveni riziku jediné

z téchto dvou chyb (nevime vsak které), coz znazornuje tabulka 8.

38 Jesté jednou alternativou by bylo vedle parametrického testu pouzit i neparametricky, a kdyz ziskdme
témér shodné p-hodnoty, mizeme tusit, ze k zddnému selhani nedoslo.
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Pravdépodobnost, ze nastane chyba druhého druhu, znac¢ime pismenem (. Jeji velikost

neni pevné dana, ale zavisi hned na nékolika faktorech. Jsou to
 hladina vyznamnosti o (¢im vyssi o, tim nizsi 3),
« skutecnd mira uéinku (silnéjsi efekty maji nizsi pravdépodobnost (),
e rozsah souboru (¢im vySsi n, tim nizsi f),

o sila statistického testu (citlivéjsi testy maji nizsi pravdépodobnost ().

Prvni dva zminované faktory jsou obvykle pevné dény («a je tradicné 5 %, velikost efektu
ovlivnit nedokazeme). Difve nez prozkouméame roli velikosti vybéru, seznamme se podrob-
néji se silou testu.

Predstavme si situaci, kdy chceme ovérit nulovou hypotézu o jedné nahodné veli¢iné
Hy : 1 = o a okolnosti ndm umoziiuji vyuzit t-test pro jeden vybér. Slo by napiiklad
o situaci, z predeslych kapitol, kdy jsme zkoumali i¢cinnost nami navrzené metody vyuky
matematiky na stfedni Skole. Mé&jme pevné danou hladinu « jako 5 % a Fekneme, Ze ndm
rozpocet umoznuje otestovat jen n studentii. Nakonec predpokladejme, Ze mira tucinku
d = 0.8 (fecké pismeno bylo zvoleno misto klasického d pro zduraznéni faktu, Ze nejde
o odhad, ale o skutecnou hodnotu, tedy parametr). Tyto iidaje ndm umoznuji ziskat pres-
nou hodnotu pravdépodobnosti 3, tedy toho, Ze nastane situace, kdy nulovou hypotézu
nezamitneme, prestoze metoda ma nenulovy efekt (6 # 0). Doplnék této pravdépodob-
nosti, tedy 1 — 3, se nazyva sila testu. Sila testu je pravdépodobnost, ze pii danych
hodnotéach a,n a § test zamitne nulovou hypotézu. Pochopitelné, pokud je § = 0, pak
o silu nejde, protoze zamitnuti nulové hypotézy by bylo chybou.

Zde vsak narazime na problém. Skutecnou velikost efektu d nezname a vzhledem
k tomu, Ze se analyzou sily testu obvykle zabyvame pred provedenim samotného vy-
zkumu, nemame k dispozici ani data, ktera by nam pomohla udélat jeji odhad. Muzeme
ziskat hodnotu sily testu pro libovolnou hodnotu 9, a vytvorit tak kiivku zavislosti 8 na

0, pro dany test pri pevném n. Této kiivce fikdme silofunkce a ilustruje ji obrazek 35.

Tabulka 8: Chyba prvniho a druhého druhu

Skutecnost

‘ ‘ Plati Hy ‘ Neplati H

Nase Zamitame chyba spravné

rozhodnuti | Hy I. druhu | rozhodnuti
Nezamitame | spravné chyba
Hy rozhodnuti | II. druhu
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Obrézek 35: Silofunkce statistického testu

1.0

|

1

ORCST

2artiTouT! Heo
02 04 06 08

|

-

PRAVDETPCD

MIRA UC (vkU

Zobrazend silofunkce patii t-testu pro dva nezavislé vybéry o rozsazich n = m = 10. Osa x
udava miru poruseni nulové hypotézy, tedy rozdil mezi skupinami ve smérodatnych odchylkach
(tzv. Cohenovo d). Cim je poruseni Hy vétsi, tim se snizuje pravdépodobnost chyby druhého
druhu a roste sila testu (tedy pravdépodobnost zamitnuti Hyp). V souladu s logikou statistickych
testl, pokud je nulova mira poruseni Hy, test ji zamitd s pravdépodobnosti a.

Kdybychom nakreslili do téhoz grafu pres sebe silofunkce vice statistickych testi,
vsimli bychom si ur¢itych podobnosti a rozdil. VSechny testy by mély spolecné to, ze
pro 6 = 0 je jejich pravdépodobnost zamitnout nulovou hypotézu «, jelikoz takto testy
konstruujeme.? Pro vsechny testy by také platilo, Ze pro hodnoty & velmi vzdalené od
nuly je jejich sila blizkd 100 % (coz intuitivné dava smysl — obrovsky efekt témér jisté
odhalime). Rozdil mezi testy je v tom, jak strmé kiivka smérem od nuly roste. Cim je
narust strméjsi, tim test povazujeme za silnéjsi, jelikoz jiz pri malé hodnoté  ma test
nezanedbatelnou Sanci, Ze nulovou hypotézu zamitne.

V pripadé, ze pracujeme s normalné rozdélenymi ndhodnymi veli¢inami, nenasli bychom
silnéjsi testy nez ty, co jsme jiz probrali, tedy parametrické testy. Z toho davodu, kdyz
hovoifme o sile testu, pouzivame nékdy takzvanou relativni eficienci®®, ktera poskytuje
srovnani daného testu s ekvivalentnim parametrickym testem. Relativni eficienci mizeme
interpretovat jako hodnotu, kolikrat méné (nebo vice) méreni by potfeboval parametricky
test, aby dosahl stejné sily jako test, ktery s nim srovnavame. Pokud bychom tedy tireba
vytvorili novy test, ktery by srovnaval stfedni hodnoty dvou ndhodnych veli¢in a po srov-
nani s t-testem pro dva nezavislé vybéry u néj zjistili relativni eficienci rovnou hodnoté
0.5, znamenalo by to, ze t-testu staci poloviéni rozsah souboru, aby dosahl stejné sily,

jako ma nas test. Znamenalo by to, Ze nas test je pomérné slaby.

39Toto tvrzeni neni zcela piesné — existuji testy, které pracuji s disktrétnimi rozdélenimi a v bodé § = 0
je jejich pravdépodobnost zamitnuti nulové hypotézy mensi nez a.

40Ci spise asymptotickou relativni eficienci. Relativni eficience nemusi byt piesné stejné pro viechny
rozsahy souboru. Asymptoticka relativni eficience popisuje pripad, kdy se n blizi nekonec¢nu.
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V praxi nam tyto znalosti sice pomohou vybrat nejsilnéjsi mozny test, nepomohou nam
vsak prekonat problém neznamé hodnoty 9, bez které nezjistime pravdépodobnost chyby
druhého druhu 3. Zde se musime spolehnout na své zkusenosti s psychologickym vyzku-
mem. Nemusi jit jen o zkusSenosti z prvni ruky (ac ty jsou nejhodnotnéjsi), ale pomuze mit
oteviené oc¢i pri ¢teni odbornych ¢lanki. Nejuzitecnéjsi je znalost predeslych vyzkumi,
které se pokousely odpovédét na podobnou otazku, jako chystany projekt. Mame-li tyto
zkusenosti, dokdzeme intuitivné odhadnout, jaka je mira tc¢inku zkoumaného jevu. Nas
odhad samoziejmé nebude zcela presny, ale nejspis se nase prognoza diametralné neodchyli
od skutecnosti.

Velikost efektu jsme zvykli v psychologii popisovat slovné jako malyj/slaby, stredni a
velkyj/silngy efekt. V pripadé, ze hovoiime o korelaénim koeficientu, odpovidaly by tyto
stupné dle Cohena hodnotdm nad 0.1, nad 0.3 a nad 0.5. Pro Cohenovo d byly navrzeny
hranice 0.2, 0.5 a 0.8.4! Z téchto slovnich oznaceni mtizeme vyjit. Velké rozdily jsou doo-
pravdy velké — tedy pozorovatelné na prvni pohled. Velky rozdil je tteba ve vysSce muzii a
zen (0 je priblizné 1.5). Abychom odpovédéli na otézku, jestli jsou v priaméru muzi vyssi
nez zeny, nemusime nic pocitat, rozdil vidi kazdy na vlastni oc¢i. Na podobné trovni je
korela¢ni koeficient mezi neuroticismem a sebehodnocenim (p = 0.7). Ze tyto dva kon-
strukty jsou tésné svazany, zjisti i laik, kdyz mu jejich vyznam vysvétlime. Budeme-li tedy
testovat néco, co ,vidime“, Ze je pravdivé i bez testu, muzeme pocitat s velkym efektem.
Do kategorie stredné velkych efekt by pattily ty vztahy, které nerozezname na prvni po-
hled, ale spolehlivé si jich vSimneme tehdy, pokud se budeme danym tématem delsi dobu
zabyvat, a je vcelku jisté, ze se na jejich existenci shodneme s dals$imi lidmi, ktefi maji
s danym jevem zkuSenosti. Stredné silny vztah bychom mohli oc¢ekavat tfeba tehdy, kdyz
bychom porovnavali sklony ke sbératelstvi u muzu a Zen (s ohledem na pouzitou metodolo-
gii by tento vztah vSak mohl prechazet az do silného). Nakonec slabé vztahy jsou ty, které
bez vhodnych néstroji nerozezname a jejich existenci spis tusime, nez piimo pozorujeme.
I kdyz se danym jevem odborné zabyvame, existenci slabého vztahu si nemiizeme byt zcela
jisti a narazime na néj spiS v podobé stereotypt. Naptiklad na poznatek, ze zrzavi lidé
snaseji hure bolest, narazime nejspis jen v lidovych moudrech anesteziologii, nez abychom
si jej sami vSimli. P¥i vhodné metodologii bychom jej vsak mohli skutecné zachytit. Do
podobné kategorie by patftil rozdil v extraverzi mezi psychology a matematiky.

Pravdou je, ze vétsina efektti, které se studenti snazi ve svych pracich zmapovat,
jsou efekty slabé. Plyne to mimo jiné z toho, Ze v touze po originalnich tématech se

studenti pokouseji oveérit vztahy, které jesté nikdo neovéroval (nejspis proto, ze si jich nikdo

“Tyto dvé sady prahovych hodnot si ve skute¢nosti neodpovidaji. Pokud bychom chtéli byt velmi
striktn{, mohli bychom vyuzit to, Ze r a d muzeme vzdjemné prevadét (lze k tomu pouzit testova statistika
t, kterd je obéma druhtim zévislosti/rozdilu spoleénd). Hodnotdm r 0.1,0.3,0.5 by odpovidaly hodnoty d

o o _ 2
0.20,0.63,1.15. K pfevodu byl pouzit vztah d = \/#
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nevsiml), a taky z toho, ze jsme ¢asto vybaveni jen nepresnymi nastroji, jak dany konstrukt
zmérit, coz pozorovanou silu efektu snizuje. Vydame-li se touto cestou, je analyza sily testu
skoro nezbytna. Bézné se setkdvame s tim, kdy ma nezkuseny vyzkumnik ambice ovérit

existenci efektu tohoto druhu na souboru nékolika desitek pozorovéani.

5.5.1 *Vypocdet sily testu*

Se znalosti miry ic¢inku jiz mame vsechny ingredience, abychom spocitali pravdépodobnost
chyby druhého druhu . Vypocet za nas obvykle zajistuje statisticky program, na ukazku
uvedme postup zjisténi sily pro t-test (jednovybérovy i dvouvybérovy) a test Pearsonova
korela¢niho koeficientu.

Predstavme si situaci, kdy srovnavame dvé ndhodné velic¢iny se stfednimi hodnotami
{1 a o a testujeme platnost nulové hypotézy Hy : 11 = po pomoci t-testu pro dva neza-
vislé vybéry. Pokud by nulova hypotéza platila, vime zcela pfesné, jak se chova testova
statistika — ma Studentovo rozdéleni s m 4+ n — 2 stupni volnosti. Tuto znalost pouzivame
k tomu, abychom stanovili kriticky obor, tedy takovy interval, aby pravdépodobnost, ze
do néj za platnosti Hy padne hodnota testové statistiky, byla rovna «. Pokud by tieba
n =m = 10 a a = 0.05, pak by vSechny hodnoty testové statistiky, co opusti inter-

val (tn+m_2;%7tn+m_2;1_%), tedy (—2.10,2.10), nas povedou k zamitnuti nulové hypotézy.
Jestli se tak déje za platnosti Hy v 5 % pripadu, jak casto se tak bude dit, kdyz Hy neplati

a srovnavané stiedni hodnoty se 1isi o 0 smérodatnych odchylek?

Abychom to mohli zjistit, museli bychom znat rozdéleni pravdépodobnosti testové
statistiky pri dané hodnoté 9. Tady se problém stava komplikovanéjsim. Intuitivné si
predstavime, ze se graf hustoty pravdépodobnosti statistiky T vici své ptvodni poloze
posune. Pravda vsak je, ze pri tomto posunuti Studentovo t-rozdéleni nezméni jenom svou
polohu, ale i tvar — kiivka hustoty se zacne nepatrné deformovat. K popisu této zmény
polohy i tvaru pouzivaji statistikové takzvané necentralni Studentovo t-rozdéleni. Jak
presné toto rozdéleni vypada a jaké ma vlastnosti, pro nas ted neni zajimavé. Dulezité je
to, Ze jsme schopni (pomoci statistického programu) zjistit hodnoty jeho distribu¢ni funkce
a hustoty pravdépodobnosti. Muzeme pak odpovédét na nasi otazku , Kdyz budu zamitat
Hy, kdykoli hodnota t opusti interval (—2.10,2.10), jak casto k tomu bude dochdzet, pokud
se stredni hodnoty sledovanijch ndhodnich velicin py a ps lisi o 6 smérodatnijch odchylek?
Odpovédi je hledana sila testu a znazornuje ji obrazek 36.

Prevedme tuto ivahu do matematickych vzorcti. Vezméme distribuc¢ni funkci nadhodné
veli¢iny s necentralnim Studentovym rozdélenim s n+m — 2 stupni volnosti, kde parametr

necentrality (znac¢me jej A) odpovidd tomu, o kolik jednotek bude graf hustoty posunuty.
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Obrazek 36: Chovani testové statistiky za platnosti Hy a H 4
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Graf znazornuje stejnou situaci jako obrazek 35, jde tedy o t-test pro dva nezavislé vybéry
o rozsazich n = m = 10. Hustota pravdépodobnosti vlevo odpovidd Studentovu t-rozdéleni
s 18ti stupni volnosti. Popisuje tedy chovani testové statistiky v pripadé, ze 6 = 0. Hustota
pravdépodobnosti vpravo odpovidd chovani testové statistiky pii 6 = 1.3 (tedy za platnosti
Hy).

V piipadé t-testu pro dva nezavislé vybéry bude hodnota tohoto parametru rovna vyrazu*?

Ao 0

_|_

S|
3=

Tuto distribu¢ni funkei necentrélniho rozdéleni znac¢me Fa . 4m—2. Pravdépodobnost, ze se
testovd statistika bude realizovat s hodnotou vyssi nez 2.26 (obecné nez t,, 4212 ) je 1 —
Faptm—2 (tn+m_2;1_%) = 1—F591,18(2.26). Abychom ziskali zcela pfesny vysledek, musime

pripocist i pravdépodobnost toho, ze se testova statistika bude realizovat s hodnotou mensi

nez —2.26. Jak je vidét z grafu 36, tato pravdépodobnost je v nasem pripadé prakticky
nulova. Obecné ji vyjadiime jako FAa.,tm—2 (tn+m_2;%). Celkové bychom tedy silu testu

ziskali ze vztahu
- 5 =1- FA;n+m—2 (tn+m—2;1—%) + FA;n+m—2 (tn+m—2;%> .

Zcela stejnou logiku bude mit vypocet sily testu pro jednovybérovy t-test. Jedinou zménou

bude to, ze zde misto n + m — 2 bude vystupovat n — 1 stupnu volnosti a ze parametr

necentrality stanovime jako A = §/ \/% = 0+/n.

Analyza sily testu Pearsonova korela¢niho koeficientu pouziva stejny princip. Testujme

hypotézu Hy : p = 0. Vypocet bychom mohli provadét nékolika zptsoby; nejjednodussi

42Pro¢ tomu tak je, miiZze byt étenaii ziejméjsi, kdyZ pfipomeneme vztah mezi hodnotou testové sta-
tistiky ¢ a mirou uc¢inku: d =t - 1/% + %
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je vyuziti Fisherovy Z transformace, pomoci které muzeme prevést korelacni koeficient
R na testovou statistiku Z s normélnim rozdélenim a tu na statistiku U, kterd ma za
platnosti Hy normované normélni rozdéleni (viz kapitola 5.4.4). Vyhoda préce s normalnim
rozdélenim je takova, ze zde nemusime pracovat s parametrem necentrality, jelikoz toto
rozdéleni se pri posunuti nedeformuje.

Velikost jeho posunuti odpovidéd skutecné hodnoté korelacniho koeficientu p transfor-

movaného pomoci Fisherovy transformace:

U:;-ln<1+p>-\/n—3.

L—p

Hodnotu sily testu pak stanovime pomoci distribuc¢ni funkce normovaného normélniho

rozdéleni (znac¢me ji F):
1-B=1-F(d1_3 —U)+F(03 - ),

kde @ je kvantil normovaného norméalniho rozdéleni. Jeden ze s¢itanctt bude opét ve vétsiné

pripadi blizky nule, mohl by byt proto zanedban.

5.5.2 Stanoveni rozsahu souboru

Ctenéitim, kteff si nelibuji v pronikani do taji statistické analyzy dat, se mozné pfi ¢tenf
predchozich stranek zmocnily pochybnosti, zdali je nezbytné znat pravdépodobnost chyby
druhého druhu. Je opravdu tento poznatek tak dulezity, abychom kviili nému zavadéli tolik
novych pojmi a koncepti? A¢ chybu druhého druhu obvykle nikde neuvadime, schopnost
stanovit jeji velikost ndm prinasi obrovsky uzitek. S jeji pomoci mizeme zjistit, jak velky
vyzkumny soubor pro nas projekt potrebujeme.

Predstavme si, ze chceme prozkoumat kontroverzni disciplinu jménem grafometrie. Je
to metoda, ktera hleda souvislost mezi rukopisem jedince a jeho dusevnimi vlastnostmi.
Pouzijeme nésledujici vyzkumny design. Skupinu dobrovolniki nechame napsat vlastni
rukou text a dale je vySetifime pomoci Rorschachova testu. Text zanalyzujeme a kvan-
tifikujeme pozorované ukazatele (napriklad velikost pisma, jeho sklon, navdzani pismen
atd.) Pokusime se ovérit hypotézu, jestli velikost pisma koreluje s mirou tzkostlivosti,
kterou jsme ziskali z Rorschachova testu. Jelikoz se jednéa o vyzkum v ramci nasi bakalar-
ské prace, nemame velky rozpocet, takze 10 az 20 pokusnych osob je maximum, co jsme
schopni vysSetrit. Pri velké snaze, mozna az 30 jedincii. Otézka zni, jestli to je adekvatni
rozsah souboru?

Na prvni pohled by zde nemél byt problém — pokud nemame ambice zobecnovat nase

vysledky na celou populaci, reprezentativnost zajisti i maly homogenni soubor. Analyza
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sily testu vSak na chystany projekt vrhne tiplné jiné svétlo. V prvé fadé zkusme odhadnout
silu vztahu zkoumanych nahodnych veli¢in. I kdyz pripustime predpoklad, Ze tizkostni lidé
pisou mensim pismem, zfejmé nebudeme ocekavat hodnoty korelacniho koeficientu vyssi
nez 0.2 nebo 0.3. Sila zavislosti je navic zasazena tim, ze tzkostlivost mérime ponékud
nepresné pomoci projektivni metody. Nakonec si polozme otazku, jakou pravdépodobnost
chyby druhého druhu jsme ochotni tolerovat. Rozumné se mohou zdat hodnoty mezi 0.1

az 0.2. Jelikoz nejde o zavazny projekt, spokojime se s ¢islem 0.25, tedy se silou testu 0.75.

Ziskané hodnoty dosadime do vzorce (respektive je zaddme statistickému programu)
a zjistime, ze pro n = 10 a p = 0.3 je pravdépodobnost odhaleni vztahu rovna 0.13. Tedy
pravdépodobnost toho, Ze nulovou hypotézu nezamitne, prestoze neplati (), je priblizné
87 %. Zvétsime-li rozsah souboru na 20 jedinct, najdeme podobné neuspokojivou hodnotu
0.25. Kdyz s nasazenim vsech sil ziskdme data od 30 respondenti, stale bude sila testu
jen 0.36. Zdaleka se tedy neblizime nami stanovené hodnoté 0.75. Abychom na ni dosahli,
potfebujeme vysettit nejméné 76 jedinci.

Pred planovanim vyzkumu je rozumné vénovat analyze sily testu svilj ¢as. Zjistime tak,
ze nékteré projekty jsou predem odsouzeny k nezdaru. Ba co vic, i kdybychom dosahli
vyse uvedené hodnoty 0.75, znamenad to, Ze je zde stale 25% pravdépodobnost, zZe prestoze
je nase hypotéza spravna, test selze a signifikantni vztah neodhali. Nakladné vyzkumy,

kde je uspéch dtlezity, by nemély operovat se silou testu nizsi nez 0.9.

Doplnme jesté nékolik technickych poznamek k danému postupu. Funkci, kterd by
nam poskytla pozadovany pocet jedincli, nemame — jednoduse zkousime riizné rozsahy
souboru od nejmensiho po vétsi, nez dosdhneme pozadované sily testu. S pomoci pocitace
je to otazka okamziku. Statistické programy umoznuji analyzovat silu testu pro rozmanité
testy. Muzeme vsak narazit na situaci, kdy test, ktery chceme provést, v nabidce schazi
(typicky jde o neparametrické metody). Obvykle postupujeme tak, ze zjistime pozadovany
pocet méreni, které by vyzadovala ekvivalentni parametrickd metoda a vysledek budeme

brat jako spodni odhad.

5.6 Testy dobré shody a dalsi testy cetnosti

V této kapitole se seznamime s nékolika testy, které mtizeme uplatnit pri praci s Cetnostmi.
Testy dobré shody lezi na rozhrani testi parametrickych a neparametrickych. S nepara-
metrickymi testy maji spolecné to, ze nekladou prisné podminky na sledované velic¢iny.
S parametrickymi to, ze nijak neredukuji sledované veli¢iny a vyuzivaji celou informaci,
kterd je obsazena v datech. Pro testy dobré shody je typické, ze pracuji s asymptoticky
normalnim rozdélenim. Zacnéme tedy vysvétlenim, jak se pomoci asymptotiky muzeme

k normélnimu rozdéleni dostat.
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Predstavme si jednoduchou situaci, kdy mame n pozorovani veli¢iny X, kterda ma
alternativni rozdéleni s parametrem p. Mohlo by tfeba jit o soubor zaznami pacient,
kterym byla diagnostikovana porucha prijmu potravy. Obecné se uvadi, ze z 90 % témito
poruchami trpi Zeny a z 10 % muzi. Tuto hypotézu chceme ovérit — tedy Hy : p = 0.1.
K dispozici mame 1000 zaznamii a napocitali jsme mezi nimi 80 muzi a zbytek zen.

Jedna cesta, jak nasi hypotézu ovérit, by vyuzivala binomického rozdéleni. To, ze jsme
ziskali 1000 zaznami a spocitali, kolik z nich patfi muzim, 1ze pri platnosti Hy na jednu
stranu povazovat za 1000 nezavislych realizaci nahodné veli¢iny X ~ Alt(0.1). Na situaci
se ale mizeme podivat téz jako na jedinou realizaci ndhodné veli¢iny pocet muzi (znac¢me
Y), kterd ma za platnosti nulové hypotézy rozdéleni Bi(1000,0.1). (Pokud se vam zda
tato ivaha nejasnd, prectéte si znovu kapitoly 2.6.1 a 2.6.2).

Pomoci pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni umime vycislit pravdépo-
dobnost toho, zZe se veli¢ina Y bude realizovat s libovolnou hodnotou. Nasemu vysledku 80
by odpovidala pravdépodobnost P(Y = 80) = 0.0043. Abychom ziskali p-hodnotu, museli
bychom secist pravdépodobnosti vsech vysledki, které jsou jesté extrémnéjsi (ve smyslu
méné pravdépodobné) nez nas vysledek. Pro jednostrannou hypotézu by Slo o pravdépo-
dobnosti P(Y =0), P(Y =1),..., P(Y = 80), jejichz soucet je 0.0176. Pro oboustrannou
p-hodnotu bychom museli najit i stejné nebo vice extrémni vysoké hodnoty. Ty budou
zacinat nékde u P(Y = 120), ne vSak presné, jelikoz binomické rozdéleni je symetrické,
pouze pokud je o¢ekavand pravdépodobnost tspéchu 50 %. Oboustranna p-hodnota je
rovna ¢islu 0.0349.

Tato cesta sice garantuje nalezeni presné p-hodnoty, je ale pomérné pracna a neumoz-
nuje nékteré uzitecné transformace veliciny Y. Je zde vSak druhd cesta, kterda vyuziva
asymptotiky. Dosahuje-li parametr n vyssi hodnoty a parametr p neni prilis blizko k nule
nebo jednicce, podoba se graf pravdépodobnostni funkce veli¢iny s binomickym rozdéle-
nim grafu hustoty ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim. Cim je hodnota parametru
n vyssi, tim je podobnost zfetelnéjsi a pri nekoneéném rozsahu souboru jsou obé rozdé-
leni identicka. Mizeme proto Tict, ze takto vznikla nahodna veli¢ina ma asymptoticky
normélni rozdéleni. (Nepripada-li vam tento poznatek intuitivni, osvézte si znalosti cent-
ralniho limitniho teorému z kapitoly 2.7.3.)

S norméalnim rozdélenim dokézeme pracovat. Tim, Ze od néj odecteme jeho stredni
hodnotu a vydélime smérodatnou odchylkou, jej prevedeme na normované normalni roz-
déleni, jehoz distribu¢ni funkce je tabelovana. Snadno dohledame, Ze stfedni hodnota
nédhodné veli¢iny s binomickym rozdélenim je np a jeji rozptyl np(1 — p). Plati tedy, ze

Y N0, 1),

np(l —p)
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Po dosazeni tdaji z naseho prikladu ziskdme hodnotu —2.11 a z ni dvoustrannou p-
hodnotu 0.0350. A¢ se jednalo o pribliznou aproximaci, jeji presnost je postacujici.
Abychom mohli udélat dalsi krok, pfipomenime definici rozdéleni x?. Ndhodn4 veli¢ina
mé rozdéleni y? s v stupni volnosti, kdyZ vznik4 jako soucet druhych mocnin v nezavislych
ndhodnych veli¢in, z nichz ma kazdd normované normalni rozdéleni. Vezmeme-li tedy
nami vytvorenou veli¢inu s normovanym normélnim rozdélenim a umocnime ji na druhou,
ziskdme ndhodnou veli¢inu Z s rozdélenim y? s jednim stupném volnosti. Pro kontrolu
(—2.11)2 = 4.44. V tabulkidch miiZeme zjistit, Ze distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny

s timto rozdélenim ma v bodé 4.44 hodnotu 0.9650, coz je po odecteni od jednicky opét
0.0350.
Plati tedy vztah

(Y-mw Y -mw)?
Z_< np(l—p)) np(l —p) A

To vsak neni posledni krok nasi tivahy. Nahodnou veli¢inu Z muzeme ekvivalentné prepsat
do jiné podoby:

Yy — 2 B 2 i 2
Z:< np) _ (nl npl) 1 (nz npg) NX%

np(l —p) npy nps

kde p; odpovidd puvodnimu p (v nasem pripadé relativni ¢etnosti muzu za platnosti Hy)
a py je jeho doplnék (relativni ¢etnost Zen za platnosti Hy). Analogicky veli¢iny n; a no
oznacuji absolutni ¢etnosti muzi a zen (Y = nq). Jednotlivé ¢leny v uvedeném vztahu
jsou intuitivné interpretovatelné. Hodnoty n; a ns jsou pozorované cetnosti a np; a nps
jsou cetnosti, které bychom ocekavali za platnosti nulové hypotézy.

Posledni krok, ktery ptinasi fascinujici zjisténi, bohuzel dokazat neumime. Pokud
bychom nepracovali jen s dvéma trovnémi sledované proménné (s muzi a zenami), ale
obecné s k arovnémi, mohli bychom vyse uvedeny vzorec pouzit také, jen bychom za kaz-
dou uroven sledované veli¢iny pridali jeden séitanec s vlastni o¢ekavanou a pozorovanou
Cetnosti np; a n;. Vysledna veli¢ina by pak méla rozdéleni x? s k — 1 stupni volnosti.*?

Obecné pti testech dobré shody tedy budeme pracovat se statistikou

" (pozorovana Cetnost; — oCekdvana Cetnost;)?

7=y

=1

Y

ocekdvand cetnost;

43 A¢ toto tvrzeni neumime odvodit, zd4 se intuitivné pravdivé. Poéty pozorovani, kterd maji danou
uroven sledované vlastnosti, maji binomicka rozdéleni. Pokud vsak vime, kolik pozorovani piipadd na
prvnich k — 1 trovni, pak posledni troven je dand, nikoli ndhodnéa — zdkonité do ni musi spadat zbytek
pozorovani. Situaci tedy lze popsat pomoci k — 1 binomickych rozdéleni.
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Obrazek 37: Stanoveni p-hodonty pomoci statistiky s rozdélenim y? u testit dobré shody
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kterd bude mit za platnosti nulové hypotézy vzdy rozdéleni y2. Casto se proto testy dobré
shody oznacuji jako testy chi kvadrdt, a¢ takovéto pojmenovani neni zcela presné.**

Co se tyce stanovovani p-hodnoty ze ziskané hodnoty testové statistiky, méli bychom
si uvédomit jeden zdsadni rozdil mezi rozdélenim x? a normélnim rozdélenim. Pokud jsme
pracovali s normovanym normalnim rozdélenim, nasvédcovaly poruseni nulové hypotézy
jak vysoké, tak nizké (zdporné) hodnoty testové statistiky (pokud $lo o dvoustrannou
hypotézu). Pti vypoctu testi dobré shody se ale norméalni rozdéleni umocnuje na druhou,
a testova statistika tak ztraci zaporné znaménko. Tedy vSechny hodnoty, které naznaco-
valy poruseni nulové hypotézy (at uz v kladném, nebo zdporném sméru), se preklopi do
vysokych kladnych hodnot. Mluvime-li tedy o testech dobré shody, které pouzivaji tes-
tovou statistiku s rozdélenim 2, p-hodnotu vzdy ziskdme z pravého chvostu rozdéleni,
jako bychom testovali pravostrannou hypotézu. Kriticky obor bychom tedy stanovili jako

W = [X?,;l_a, 00), kde v je ptislusny pocet stupni volnosti. Ilustruje to obrazek 37.

5.6.1 Test dobré shody pro jeden vybér

Test dobré shody pro jeden vybér pouzijeme v situaci, kdy médme nominalni ndhodnou
veli¢inu X o k drovnich a ovéfujeme nulovou hypotézu, ktera stanovuje pravdépodobnosti

vyskytu jednotlivych trovni. Tedy
Hy : p1 = po1, p2 = Po2, ---, Dk = Poks

kde p; = P(X = j). Pfi TeSeni nejprve spocitdme absolutni Cetnosti jednotlivych Grovni
nahodné veliciny X a pojmenujeme je nq, az ng. Dale stanovime ocekavané absolutni

cetnosti. Ty ziskame tak, Ze vynasobime pocet pozorovani pravdépodobnosti, kterou sta-

44 Obecné neni pojmenovani testi chi kvadrdt moc prehledné. Pod timto ndzvem (nékdy téz Pearsoniiv
chi kvadrdt) se skryvaji prinejmensim t¥i testy: test dobré shody (pro jeden vybér), test nezévislosti a
test homogenity. V tomto textu vsSechny tyto testy budeme obecné nazyvat testy dobré shody, ac se
toto oznaceni nejcastéji pouziva v pripadé prvniho jmenovaného testu. Logika tohoto oznaceni je ta, ze
testujeme shodu mezi o¢ekdvanymi cetnostmi a cetnostmi pozorovanymi.
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novuje nulova hypotéza, tedy npg,;. Pokud se ctenafi nedaii predstavit si, jak by takova
nulovd hypotéza mohla znit, bylo by to naptiklad: vekovd struktura obyvatel Olomouce
odpovidd vekové strukture obyvatel CR (zde by se predpokladalo rozdéleni spojité pro-
ménné vék do nékolika vékovych kategorif) nebo primérny pocet sebevrazd v CR se nelisi
napric¢ dny v tydnu (pokud bychom chtéli ovéfovat Frankluv koncept nedélnich neuréz).
V druhém pripadé by ziejmé bylo & = 7 a pravdépodobnosti pg; az por by se rovnaly
%. Hodnoty n, az n; by zachycovaly pocty sebevrazd v jednotlivé dny v tydnu. Druhou
moznosti by bylo rozdélit dny v tydnu pouze na dvé kategorie (neni vikend / je vikend)

a stanovit jim pravdépodobnosti % a % Pro testovou statistiku Z pak plati

(n; — ”pOj)2 2
7 = e N X
]; Do, i

Test dobré shody ma jediné omezeni. V pripadé, Ze nékterd z ocekavanych cetnosti je
velmi mald (tradiéné se uvadi mensi nez 5), neni asymptotika jesté dostatecné silnd, aby
zajistila presnou aproximaci, a test se stava prilis konzervativnim. Resenim pak je slouéit
tuto malo zastoupenou kategorii s néjakou jinou kategorii. V pripadé, ze mame velké
mnozstvi kategorii, lze tolerovat vyskyt nékolika ocekavanych ¢etnosti mensich nez 5,
celkove jich vsak nesmi byt vice nez i a zadnd z nich se nesmi rovnat nebo tésné blizit
nule. Znovu zduraznéme, ze zminovana podminka se tyka ocekdvanych Cetnosti, nikoli
téch pozorovanych, jak maji studenti ¢asto ve zvyku tvrdit.

U testt dobré shody obvykle neuvddime zadny ukazatel miry tc¢inku. Metoda navic
neposkytuje ani podrobnou informaci o tom, které trovné sledované proménné se vyrazné
vymykaji nasemu oc¢ekavani, a prispély tak nejvétsi vahou k zamitnuti nulové hypotézy.
Tuto informaci vSak mizeme ziskat tak, zZe srovname hodnoty jednotlivych s¢itanci, které
se skladaji do testové statistiky Z. V textu reportujeme vysledky testu dobré shody na-
priklad takto: Prestoze na nedéli pripadd nejvice sebevrazd (16 %), je jejich rozprostrent

v pribéhu tijdne rovnomérné, x*(6,n = 594) = 4.28, p = 0.64.

5.6.2 Kontingencni tabulky a jejich testovani

Ovétujeme-li vztah dvou nominalnich proménnych, prijde ndm vhod test nezavislosti.
Drive nez popiseme jeho princip, seznamme se s kontingen¢nimi tabulkami, které pri praci
s vice nomindlnimi proménnymi pouzivame.

Kontingen¢ni tabulka zachycuje rozdéleni n pozorovani, u kterych sledujeme hodnoty

dvou kvalitativnich znakt, které odpovidaji ndhodnym veli¢indm X a Y#°. Nahodn4 ve-

45Nebyl by problém zobecnit kontingenéni tabulku i na vice nominalnich proménnych, bylo by vsak
obtizné ji prehledné nakreslit a museli bychom ji ,naplatkovat“ do vice tabulek.
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licina X nabyva r trovni a Y ma trovni s. Kontingencni tabulka pak bude mit r radka
a s sloupctu a kazda bunka bude predstavovat jednu kombinaci tirovni ndhodnych veli¢in
X a Y. Hodnoty v bunkach (znacme je n;j, kde ¢ identifikuje fadek a j sloupec) oznacuji
pocty pozorovani, kterd maji danou kombinaci hodnot proménnych X a Y.

Na obvod kontingenc¢ni tabulky doplnujeme sloupcové a radkové soucty, které oznacu-
jeme jako marginalni Cetnosti. Marginalni ¢etnosti jsou tedy pocty pozorovani, ktera
maji danou hodnotu jedné proménné bez ohledu na hodnotu proménné druhé. Oznacujeme
je pomoci puntiki (viz tabulka 9a).

V pripadé, ze jsme kontingenc¢ni tabulku vytvorili z dvou proménnych, které maji
alternativni rozdéleni, a obsahuje tedy ¢tyfi hodnoty, pak ji oznacujeme jako ¢tyrpolni
tabulku.

Kontingenéni tabulku bychom pouzili napiiklad tehdy, kdyz bychom zkoumali, zdali
si lidé, ktefi se rozhodli vstoupit do psychoterapie, vybiraji psychoterapeuta urcitého
sméru (napriklad psychoanalyza, KBT, PCT, logoterapie) dle druhu problému, se kterym
se chtéji vyporadat. Oslovili bychom fadu jedincii zvazujicich navstévu psychoterapeuta,
pomoci kratkého dotazniku bychom zjistili jejich potize a ty rozdélili do kategorii (part-
nerské vztahy, traumaticka udalost...). Po ¢ase bychom respondenty znovu kontaktovali
a zjistili, jestli nalezli psychologa, ktery jim vyhovoval a u néjz pokracuji ¢i jiz dokoncili
terapii.

Reknéme, Ze jsme dostatecné vysoké Getnosti pro zafazeni do vyzkumu pozorovali u tif
psychologickych skol a ¢tyt druhii problémti. Pozorované ¢etnosti shrnuje tabulka 9b.

Nulova hypotéza, kterou budeme testovat, zni sledované nahodné veliciny jsou nezd-
vislé, v nasem pripadé tedy volba terapeuta nesouvisi s druhem klientova problému. Test
opét provedeme srovnanim pozorovanych a oc¢ekdvanych cetnosti. Musime vsak nejdiiv
zjistit, jaké Cetnosti bychom za platnosti nulové hypotézy ocekavali. Vzpomenme si na
princip nezavislosti dvou ndhodnych jevi: jevy A a B jsou nezavislé, pokud P(AN B) =
P(A)- P(B). V nasem pripadé by tedy muselo platit to, ze pravdépodobnost situace, kdy
mé klient Problém 1 a zaroveti si vybere terapeuta ze Skoly A, se musi rovnat pravdépo-
dobnosti, ze klient ma Problém 1, krat pravdépodobnost toho, Ze si vybere terapeuta ze
Skoly A. Zapi$me jako P(Problém = 1N Skola = A) = P(Problém = 1) - P(Skola = A).
Analogicky muzeme popsat vsech 12 moznosti.

Pro vypocet pravdépodobnosti, které by odpovidaly jednotlivym kombinacim trovni
sledovanych proménnych, potfebujeme znat diléi pravdépodobnosti P(Problém = 1),
P(Problém = 2)...a P(Skola = A), P(Skola = B) atd. Ty zjistime snadno pomoci
marginalnich c¢etnosti. Pokud vime, ze ze 150 klientt jich 45 mélo Problém 2, pak od-
hadneme, Ze P(Problém = 2) = -2 = 0.3. Obecné P(X = i) = ™* a P(Y = j) =

%. Dosadime-li do nasi predchozi uvahy, pak zjistime, ze za platnosti nulové hypotézy
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Tabulka 9: Kontingencni tabulka a vypocet testu nezavislosti

a) Oznaceni bunék:

(Y=1|Y=2]...|YV=s5|%
X =1 ‘ ni1 ‘ s ‘ ‘ Nis ‘ le
X =2 ‘ U ‘ Nag ‘ ‘ Nas ‘ 26
I NN AR N
X=r| na | neo || ne |1
> ‘ Nel ‘ Te2 ‘ ‘ Nes ‘ n
b) Pozorované ¢etnosti:
‘ Problém 1 ‘ Problém 2 ‘ Problém 3 ‘ Problém 4 ‘ >
SkolaA | 32 | 15 | 4 | 7 |58
SkolaB| 20 | 22 | 5 | 5 |52
SkolaC | 12 | 8 | 16 | 4 |40
> | 64 | 45 | 25 | 16  |150
c¢) Ocekavané cetnosti:
| Problém 1 | Problém 2 | Problém 3 | Problém 4 | ¥
Skola A | 2475 | 1740 | 967 | 619 | 58
Skola B | 2219 | 1560 | 867 | 555 | 52
Skola C | 17.07 | 1200 | 667 | 427 | 40
> | 64 | 45 | 25 | 16  |150

d) Diléf hodnoty sumy:

‘ Problém 1 ‘ Problém 2 ‘ Problém 3 ‘ Problém 4 ‘

Skola A | 2.13 0.33 3.32 011 |
Skola B | 022 | 263 | 155 0.05 |
Skola C | 150 | 1.33 | 13.07 0.02 |
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P(X =iNY = j) = Me el — evel Ziskali jsme tedy pravdépodobnost toho, Ze ndhodné

n n
vybrané pozorovani za platnosti nulové hypotézy padne do bunky se souradnicemi ¢ a j.
Abychom vsak ziskali o¢ekavanou (absolutni) ¢etnost, vynasobime tuto pravdépodobnost
celkovym rozsahem souboru n a ziskdme tak vztah
Niellej

ocekavand cetnost;; = )
n

Slovné popséno: ocekavanou cetnost ziskdme jako soucin prislusnych marginal-
nich cetnosti vydéleny rozsahem souboru. Oc¢ekavané cetnosti k nasemu prikladu

muzeme vidét v tabulce 9c. Napriklad ocekavana cetnost jedincti, kteri maji Problém 1 a

navstivi terapeuta ze Skoly C, je % = 17.07.

Testovou statistiku Z ziskame opét vypoctem dobré shody mezi oc¢ekdvanymi a po-

zorovanymi ¢etnostmi. Jelikoz ma tabulka dvé dimenze, budou ve vzorci vystupovat dveé
sumy:

2
TijeTej
T S P
(nyy — "5

Z - Z Z Niellej ~ X%Tfl)(sfl)‘

i=1j=1 n

Vsimnéte si, jakym zptisobem jsou stanoveny stupné volnosti. Jde o pocet radku tabulky
minus jeden krat pocet sloupct tabulky minus jeden. Pro ¢tyrpolni tabulky by tedy test
mél jediny stupen volnosti. Po dosazeni do vzorce v nasem prikladu najdeme hodnotu
z = 26.25, coz pii (4 — 1)(3 — 1) = 6 stupnich volnosti odpovida p-hodnoté 0.0002. Mezi

sledovanymi veli¢inami tedy existuje zavislost.

Test nezéavislosti (a obecné testy dobré shody) byva nékdy kritizovan za to, ze po-
skytuje velmi vagni odpovéd. To, zZe si klienti vybiraji terapeuta dle druhu svych pro-
blémii, je sice zajimava informace, neobjasni nam vsak, s jakym druhem problému pi-
jdeme za kym. Mzeme si pomoci tim, ze prozkoumame jednotlivé s¢itance celkové sumy.
Prehledné je znazornuje tabulka 9d. Jak je patrné, v nasem ptikladu napadné vycéniva
hodnota bunky 3-3. Mohli bychom tedy popsat vysledek naseho experimentu: Pozorovali
jsme signifikantni souvislost mezi druhem klientova problému a jeho vybérem terapeuta,
xX2(6) = 26.25,p < 0.001. Souvislost je patrnd zejména u klientii s problémy z kategorie 3,
kteri si napadné casto vybiraji terapeuty s teoretickym zamérenim C.

Stejné jako ostatni testy dobré shody, je test nezavislosti asymptotickym testem. Jeho
vysledky mohou byt pti malych ¢etnostech nepresné. Neni proto doporuceno pouzivat test
nezévislosti, pokud je vice nez ¢tvrtina ocekdvanych Getnosti nizsi nez 5. Zadna by vsak
neméla byt mensi nez 1.

Nékteri autori také upozornuji na to, ze test nezavislosti nerespektuje zcela presné

stanovenou hladinu « a zamita nulovou hypotézu o néco castéji, nez pozadujeme. Toto
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zkresleni lze teSit takzvanou Yatesovou korekci, kterou provedeme odectenim % od

velikosti kazdého rozdilu mezi ocekavanou a pozorovanou Cetnosti:

Yatesova korekce je o néco prisnéjsi, nez je potieba, a test se tak po jejim pouziti stava
naopak ptili§ konzervativnim. S jeji pomoci se vSak zejména pri praci s malymi oceka-
vanymi ¢etnostmi odhad p-hodnoty vyrazné zpresni, takze vyjma situaci, kdy pracujeme

s velkymi rozsahy, bychom jeji uziti méli brat za samoziejmé.

Testu nezavislosti je na prvni pohled velmi podobny test homogenity. Opét bychom
pracovali se dvéma kvalitativnimi proménnymi, rozdil by vsak byl v tom, zZe jedna z nich by
nebyla ndhodnou veli¢inou, ale jeji hodnota by byla predem dana. Kdybychom napriklad
zménili design vyse popsaného vyzkumu a oslovili 50 klientii, ktefi podstupuji terapii
u psychologa se zamérenim A, 50 se zamérenim B a 50 se zamérenim C, pak by proménna
zamereni terapeuta nebyla nahodnou veli¢inou, jelikoz jeji hodnoty neurcila nahoda, ale
pevné jsme je stanovili my. V kontingencni tabulce by se tato zména projevila fixné danymi
radkovymi margindlnimi ¢etnostmi (ty mohou byt sice pro rizné trovné ruzné, ale jde
o to, ze jejich velikost nesmi ndhodné kolisat — musi byt predem pevné déna). Nas test
by neovéroval nezavislost dvou velicin, ale to, jestli jsou pravdépodobnosti vsech trovni
nahodné veliciny Y stejné pro vsechny populace.

Ponékud prekvapivé by se kromé vyse uvedenych rozdilii na testu nic nezmeénilo. Tes-
tova statistika bude mit presné stejnou podobu a za platnosti nulové hypotézy bude mit
opét rozdéleni x? s (r —1)(s—1) stupni volnosti. Stejnd bude také podminka minimalnich
¢etnosti a moznost vyuziti Yatesovy korekce. Oba testy si jsou navenek tak moc podobné,
ze si Tada vyzkumniki viibec neuvédomuje, ze jde o dvé rozdilné metody vychézejici

z odlisného teoretického vychodiska.

U testil nezavislosti a testu homogenity vétsina autorii zadny ukazatel miry uc¢inku
neuvadi. Pritom bychom nasli celou fadu ukazatell, které tento tkol dokazou splnit.
V kapitole 3.7.3 jsme mluvili o koeficientu ¢ (znacili jsme jej ry a pocitali jako Pearsontv
korelac¢ni koeficient dvou alternativné rozdélenych ndhodnych veli¢in). Jelikoz jeho velikost
neni zavisla na velikosti souboru ani na skdle méreni, splnuje vsechny pozadavky, které

klademe na ukazatele miry ac¢inku. Navic jej mtzeme snadno ziskat z vyse popsané testové
p Z
\/ ~.
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Hodnota, kterou najdeme, presné odpovida vzorci, ktery jsme uvadéli v kapitole 3.7.3,
ovsem az na znaménko — pri vypoctu z testové statistiky bude koeficient vzdy kladny.
Tento zptusob vypoctu prinasi jednu vyhodu — nemusime se omezovat jen na c¢tyrpolni
tabulky, ale mtizeme kvantifikovat silu vztahu mezi nominalnimi proménnymi s libovolnym

poctem trovni.*6

5.6.3 Fishertv faktorialovy test

Pro vsechny testy dobré shody plati, ze jsou asymptotické, nemuzeme je tedy pouzit,
pokud pracujeme s malymi c¢etnostmi. Nastésti se této neprijemnosti mizeme vyhnout
s pomoci kombinatorickych testi, které testy dobré shody doplnuji. Nejznaméjsi z nich je
Fisheruv faktoridlovy test (téz Fisheruv exaktni test), ktery nahrazuje test nezavislosti a

test homogenity pro ¢tyfpolni tabulku.

Jak napovida nazev, vypocet p-hodnoty lze prevést na kombinatorickou tlohu, na coz
jako prvni poukazal Ronald Fisher. Ke vzniku testu se vaze udélost z jeho zivota. V 1été
roku 1920 v Cambridgi popijel ¢aj se svymi prateli, mezi kterymi byla i Muriel Bristol,
mlada doktorka biologie. Ta prohlasila, ze ¢aj ma jinou chuf v zavislosti na tom, jestli do
salku nalijeme nejdiiv mléko a az potom ¢aj, nebo naopak budeme-li lit mléko do caje.
Toto tvrzeni vzbudilo mezi ticastniky neduveru, a tak Ronald Fisher navrhl a zrealizoval
jednoduchy experiment. Nechal pripravit 8 salki ¢aje, pricemz 4 byly pripraveny tak, ze
sluzebna nalila do salku nejdiiv mléko, a u zbyvajicich ¢tyt zvolila opacné poradi. Muriel
Bristol, ktera nevédéla, jak byl ktery salek ptipraven, pak méla za tkol ze vSech ochutnat
a spravné vybrat ty 4, které byly pripraveny jednim zptisobem.

Vysledek experimentu si muzeme predstavit jako ¢tyfpolni tabulku (10). Margindlni
¢etnosti jsou dané — 4 Salky jsou pripraveny metodou miéko driv a 4 metodou caj driv
(ne1 = mep = 4). JelikoZ hodnotitelka vi, Ze v kazdé skupiné jsou 4 salky, tak vysledek
jejiho odhadu pridéli rizné metody pripravy dvéma ctvericim Salka (n1e = nge = 4). Po-
kud by metodu pripravy nebylo mozné ochutnanim rozeznat, radky i sloupce kontingenéni
tabulky by byly nezavislé. Nulova hypotéza tedy tika, ze to, jak je Salek pripraven, a jak
bude oznacen, je na sobé vzajemné nezavislé.

Uvédomme si, ze ¢tyrpolni tabulka ma jediny stupen volnosti — pokud tedy pti pevné

danych marginalnich ¢etnostech zname hodnotu jediné bunky, zndme i hodnoty zbyvaji-

z
n+z°

chova podobné jako koeficient ¢. Nejvétsim rozdilem je to, Ze nikdy nedosahuje hodnoty 1 — jeho maximum

46Podobné vyuziti mé i nékolik dalsich koeficientfl, napiiklad kontingenéni koeficient Ten se

je/ %, kde ¢ je mensi hodnota z poc¢tu fadkl a poctu sloupct tabulky, tedy min(r, s). Déle se setkdvame

s koeficientem jménem Cramérovo V, ktery pocitame jako Pismeno ¢ opét znadi min(r, s). Je

zZ
n-(g—1)"
patrné, Ze pokud mé kontingencéni tabulka 2 fadky nebo 2 sloupce, pak Cramérovo V presné odpovida
koeficientu ¢.
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Tabulka 10: Tabulka k Fisherovu faktoridlovému testu

Metoda pripravy
| | Caj difv | Mléko ditfv
Rozhodnuti | Caj diftv | 3 | 1
| Mléko ditv | 1| 3

cich tf. Pokud by hodnotitelka udélala jedinou chybu a jednomu salku miéko driv dala
oznaceni caj driv, pak vime, Ze je Spatné urcen jesté jeden Salek a Ze spravné urcené jsou 3
a 3 salky (viz kontingené¢ni tabulka 10). Je tedy zcela postacujici zkoumat chovani jediné
bunky. V tomto prikladu si vyberme bunku ns;.

Jakda je pravdépodobnost, Ze jen jediny Salek pripraveny metodou caj driv dostane
oznaceni mléko driv, pokud hodnotitelka jen hada? Pravdépodobnost muzeme odvodit

s pomoci nékolika kombinac¢nich ¢isel*” a nasledné upravit do tohoto tvaru:

ni1+ni2 n21+n22
p = ( nii ) + ( na1 ) ~(nan )t (nor + ng2)! - (na 4 n2r)! - (R + nga)!
< n ) n11! '7’L12! '7’L21! '7’L22! -n!
ni1+n21

Po dosazeni bychom ziskali hodnotu 0.229. Tato pravdépodobnost ale neni hledana p-
hodnota. Potfebujeme vypocitat pravdépodobnosti vsech kontingencnich tabulek, které
nez ta, kterou jsme pozorovali. Pokud byla alternativa jednostrannd, tak mize nastat jesté
jedna extrémnéjsi situace — ta, kdy by bylo vSech 8 salkti zarazeno spravné. Vytvorime-li
takovouto tabulku a spocitdme-li jeji pravdépodobnost, dostaneme hodnotu 0.014. Jed-

nostrannd p-hodnota pak bude soucet obou cisel, tedy 0.243.

Pokud chceme znat oboustrannou p-hodnotu, miizeme nalezené ¢islo vynasobit dvéma.
V pripadé nevyvazenych marginalnich cetnosti tento postup vsak nemusi vést k pres-
nému vysledku. Spravnéjsi postup by bylo vypocitat pravdépodobnosti vSech moznych
kontingencnich tabulek a secist pravdépodobnosti téch, co jsou stejné nebo méné pravdeé-
podobné nez ta, kterou jsme pozorovali. V nasem pripadé oba postupy vedou k p-hodnoté

0.486, tedy jiz jedina chyba z osmi pozorovani vede k nezamitnuti nulové hypotézy.
Faktoridlovy test nemda zadnou testovou statistiku — jednoduse poskytuje (pfi da-
nych margindlnich ¢etnostech) presnou p-hodnotu. Faktoridlovy test neni svazén zadnou

podminkou a pracuje s libovolnymi ¢etnostmi. Pravdou vsak je, ze pri vétsich rozsazich

souboru jeho vypocetni narocnost strmé roste, coz vsak neni problém, jelikoz pti vyssich

47pro pochopeni uvedeného vzorce by byla uZite¢ns znalost hypergeometrického rozdéleni, které v téchto
skriptech neprobirame. Jeho znéni jsme si vSak nevédomky odvodili v prikladu 20 v priloze téchto skript,
kde si klademe analogickou otazku.
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rozsazich vybéru nam spolehlivé poskytnou p-hodnotu testy dobré shody. Jedno slabé
misto prece jen kombinatorické testy maji — vSimnéte si, ze pri designu, ktery jsme po-
uzili, nikdy neprovddime test na hladiné o = 5%. PFi vSech margindlnich ¢etnostech
rovnych 4 nemtzeme ziskat jiné oboustranné p-hodnoty nez 0.029, 0.457 a 1.00. Zakonité
nas tedy test povede k vétsi ptisnosti, nez pozadujeme.*®

Faktoridlovy test je mozné zobecnit i na vétsi tabulky nez jen 2 x 2. Tato zobecnéni
opét funguji na principu prochazeni nejméné pravdépodobnych tabulek a stanovovani
jejich pravdépodobnosti, pripadné pouzivaji Monte Carlo simulace.

Na zavér dodejme, ze dle zaznamt toho odpoledne Muriel Bristol spravné urcila postup

pripravy u vsech osmi salku caje.

5.6.4 McNemaruav test a test symetrie podle Bowkera

Nase povidani o testech, které pracuji s nomindlnimi proménnymi, uzavieme parovymi
testy. S designem, kde provadime dvé zavisla méteni (napiiklad pretest a posttest, prava a
leva ruka, manzel manzelka) jsme se setkali jiz u parového t-testu. Co kdyz vSak vysledkem
téchto dvou méreni nebude kvantitativni proménna, ale jen dichotomie?

Tuto situaci fesi McNemartav test. Sva data opét usporadame do kontingené¢ni ta-
bulky — v pripadé McNemarova to bude ¢tyipolni tabulka. Tentokrat si vSak nebudeme
pokladat otazku, jestli je prvni a druhé méteni nezéavislé (to by ovéfoval test nezdvislosti
a Fishertuv faktoridlovy test), ale to, jestli je v souboru vic pozorovani, kterd méla pri
prvnim meéreni hodnotu 0 a pfi druhém 1, nez téch, co méla pri prvnim meéreni 1 a pri
druhém 0.

Predstavme si tteba, ze zkoumame, jestli imaginacéni cviceni pomaha sportoveiim, kteri
délaji parkour, v lepsim vykonu. Jako vyzkumny soubor pouzijeme tcastniky soutéze
v této discipliné. Vybereme n dvojic sportoveu tak, aby si zavodnici ve dvojici priblizné
odpovidali predchozimi ispéchy, zkusenostmi, staifim a dalsimi charakteristikami. 7 kazdé
dvojice pak vylosujeme jednoho zavodnika, ktery bude kromé obvyklého tréninku podstu-
povat imaginacni cviceni. Druhy zavodnik bude beze zmény trénovat obvyklym zptisobem.
Nakonec budeme sledovat vysledky soutéze a zaznamename, jestli se v ramci kazdé dvojice
kvalifikoval pro postup na vyssi stupen soutéze ten zavodnik, co podstupoval imaginac¢ni
cviceni, nebo naopak ten, co je nepodstupoval, nebo oba zavodnici nebo ani jeden z nich.

Tabulka 11 zobrazuje vysledky 18 part zavodnikii.

48Vsimavy ¢tenaf moznd zpozoroval jesté jednu vadu na krase této metody. Ve vétsiné designii nejsou
marginalni Cetnosti predem dény, ale mohou mezi experimenty ndhodné kolisat, s ¢imz Fisheruv fak-
toridlovy test nepocitd, a pripravuje se tak o cast své sily. Tento nedostatek je obvykle ignorovan a
nepredstavuje nijak zdvazny problém. Zminme vsak, Ze existuje Barnardiv test, ktery s touto vlastnosti
marginalnich cetnosti pocitd, a je diky tomu nepatrné silnéjsi.
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Tabulka 11: Tabulka k McNemarovu testu

Imaginace

‘ ‘ Uspeél ‘ Neuspél
Kontrola ‘ Uspél ‘ 2 ‘ 4
‘ Neuspél ‘ 7 ‘ )

Zamysleme se nad tim, jaky pro nas maji jednotliva policka tabulky vyznam. Hodnoty
n11 a ng nam neposkytuji Zadny zajimavy tdaj. Rikaji, Ze oba zavodnici uspéli/neuspéli
bez ohledu na to, jestli zde bylo provedeno imaginacéni cvi¢eni nebo ne. Slo by tedy na-
priklad o pary nezkusenych zavodniki, ktefi bez ohledu na jakoukoli intervenci nemohli
uspét nebo naopak pary jasnych favoritii, které nemohly selhat, at uz zde byla pritomna
urc¢ita intervence nebo ne. To, co nas zajima, jsou ty pary, kde jeden zavodnik uspél a
druhy ne. Pokud tedy plati nulova hypotéza a imaginacni cviceni nema zadny vliv, pak
by v ramci této skupiny pocet part, kde uspél ten zavodnik, ktery imaginoval, mél byt
priblizné stejny jako pocet pari, kde ten zavodnik, co imaginaci provadél, neuspél.

Ze c¢tyrpolni tabulky tedy pouzijeme jen dvé policka: nis a ng;. Ostatni do vypoctu
nezahrneme. Ctenaf ziejmé jiz rozeznal znamy problém. Nulova hypotéza predpoklada,
ze pravdépodobnost toho, ze dany par padne do bunky nis je stejnd, jako ze padne do
no1, tedy % Mohli bychom spocitat presnou p-hodnotu pomoci pravdépodobnostni funkce
binomického rozdéleni. Nebo bychom mohli toto rozdéleni aproximovat norméalnim rozdé-
lenim. U McNemarova testu se viak tradi¢né volf aproximace pomoci rozdéleni x? s jednim
stupném volnosti (coz je totéz jako aproximace normalnim rozdélenim pocitand v druhé
mocniné). Duvodem této volby je zfejmé mimoradné jednoduchost testové statistiky, kte-
rou tak odvodime®:

(n12 — 7121)2
Nig +Noyp

7 —

Pochopitelné jde o asymptoticky test, takze hodnoty ziskané pti malych ¢etnostech nejsou
presné. Asmyptotika vsak lze urychlit pouzitim korekce na kontinuitu, ktera méni testovou
statistiku do této podoby:
(In1z = ngy| = 1)

N1z + Noy .

7 —

Test pak mizeme povazovat za spolehlivy jiz pti hodnotach nis+ng; > 8. V nasem pripadé
je hodnota testové statistiky bez korekce rovna 0.82, ¢emuz odpovida p-hodnota 0.366.

Presna p-hodnota ziskana z binomického rozdéleni by vsak byla 0.549, je tedy zjevné, ze

49V nekterych textech se policka étyfpolni tabulky pojmenovéavaji po fadcich a, b, ¢, d. Vzorec pak
(b—c)?
b+c °

ziska elegantni formu Z =
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Tabulka 12: Tabulka k testu symetrie podle Bowkera

Po \ Pied Pizzittai‘}’lni Nevyhranénf Nevg;:}‘l’ni
Pozitivni vztah | 18 | 20 5
Nevyhranéni ‘ 7 ‘ 4 ‘ 8
Negativnf vztah | 6 | 10 8

bez korekce na spojitost se asymptotika jesté dostatecné neprojevila. Pokud pouzijeme
korekci na spojitost, zméni se hodnota testové statistiky na 0.36 a p-hodnota se prekvapivé

zpresni: 0.547.

Sviij parovy test maji i nominalni proménné. Jedna se o zobecnéni McNemarova testu
znamé pod nazvem Bowkertv test symetrie (nebo Bowkeriv-McNemaruv test). Vy-
uzijeme jej skutecné vzacné, je vSak uzitecné mit jej v arzenalu statistickych postupt.
Tentokrat nebudeme pracovat s ¢tyrpolni tabulkou, ale obecné ¢tvercovou kontingencni
tabulkou k X k, kde k je pocet tirovni sledované ndhodné velic¢iny (a ten je pochopitelné
pii obou parovych métenich stejny).

Mohli bychom tieba zkoumat postoj studentit psychologie ke statistice pred tim, nez
absolvovali kurz, kde se s timto oborem bliZe seznamili, a po tom, co jej absolvovali. Postoje
bychom hodnotili pomoci ti1 kategorii ,, pozitivni postoj*, ,nevyhranény/nevi“ a ,negationi
postoj“. Bowkertiv test symetrie ovéruje nulovou hypotézu, ktera rikéa, ze pro kazdou
dvojici trovni sledované proménné (oznacme je I; a I;), plati, Ze pocet pozorovani, které
se mezi prvnim a druhym méfenim pfesunula z I; do I; je stejny jako pocet pozorovani,
kterd se presunula z [; do I;. Alternativa pak tikd, Ze existuje alespon jedna dvojice
urovni, kde toto neplati. V nasem ptikladu by tedy nulova hypotéza predpokladala, ze
pocet studenttt, kteri meli ke statistice negativni postoj, ale béhem kurzu jej prehodnotili
a zmeénili na pozitivni, je stejny jako pocet student, ktefi chapali statistiku pozitivné, ale
v pritbéhu studia se jim zprotivila. Stejné vyvazeny posun by predpoklddala mezi vsemi
dalsimi dvojicemi tirovni. Vysledky naseho pozorovani u 86 studentt shrnuje tabulka 12.

Pokud by nulové hypotéza platila, matice (tabulka) by byla symetricka podle diagonély
zleva shora doprava dolt. Testova statistika podobné jako McNemartuv test nepracuje
s diagonalnimi prvky, ale srovnava jen protilehlé dvojice bunék. Testova statistika mé

k—1).

v / v v o . , e/ 2 v o k
rozdéleni y? s poc¢tem stupiit volnosti odpovidajicim poc¢tu srovnéani, tedy (T
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Test je opét asymptoticky a zadny ze soucti n;; + n;; by nemél obsahovat méné nez 8
pozorovani; s rostoucim poctem srovnavanych kategorii tato podminka slabne, podobné
jako u testti dobré shody.

V nasem ptipadé bychom dosli k zavéru, ze kurz statistiky vyznamné nezménil postoj
studenti k tomuto oboru, a¢ zde uréity trend patrny je: testova statistika Z = 6.57, coz
odpovida p-hodnoté 0.087. Tu jsme zjistili z distribuc¢ni funkce ndhodné veli¢iny s rozdéle-
nim 2 se tfemi stupni volnosti. V piipadé zamitnuti nulové hypotézy by nam interpretaci
usnadnilo vypsat si ¢i nakreslit, kam se studenti z jednotlivych skupin presouvali.

Pokud chceme pouzit Bowkertiv test, je dobré si uvédomit, které zmény je schopen

detekovat a které ne. Citlivé by zaznamenal naptiklad tyto udédlosti:

e Svij postoj zmeénili jen studenti, kteti statistiku neméli radi. Po absolvovani kurzu
ji radi maji.
e Svij postoj zmeénili jen nevyhranéni studenti — polovina z nich si statistiku oblibila

a polovina zprotivila.

o Studenti si vyménili kategorie timto zptsobem: ti, co méli negativni vztah, se stali

nevyhranénymi, nevyhranéni si ji oblibili a ti, co ji méli radi, si ji zprotivili.
Naopak test by neodhalil tuto udalost:

o Studenti, ktefi statistiku méli radi, si ji zprotivili, a ti, kteri ji neméli radi, si ji
oblibili.

5.7 Neparametrické testy

Doposud jsme predpokladali, Zze ndhodné veli¢iny, se kterymi pracujeme, maji distribuc¢ni
funkci, kterd pochazi z néjaké znamé rodiny. Nejcastéji z rodiny normalnich rozdéleni.
Tento predpoklad znacné zjednodusuje vSechny vypocty — pokud méame néjakou znamou
rodinu distribu¢nich funkei, schazi nam jiz jen znalost jednoho ¢i nékolika parametri,
abychom védéli o chovani zkoumané ndhodné veli¢iny vse. Se znalosti statistickych odhadu
se tak cela problematika testovani nulovych hypotéz napadné zjednodusila.
Psychologicky vyzkum néas casto privadi do situaci, kde jsme nuceni pracovat s na-
hodnymi veli¢inami, které se ani zdaleka zadnému znamému rozdéleni neptiblizuji. Pokud
bychom jejich rozdéleni chtéli popsat, nevystacili bychom si s jednim nebo dvéma para-
metry, jak jsme zvykli, ale jejich pocet by byl neuréity a nejspis i nekoneény. V takovém
pripadé mame dvé moznosti. Mlzeme se spoléhat na to, ze rozdéleni ndhodné velic¢iny
alespon pripomina nam znamé rozdéleni a ze vhledem k ptisobeni centralniho limitniho
teorému poskytuji metody parametrické statistiky dostatecné spolehlivé vysledky. Tato

cesta se da nékdy obhdjit, jindy vsak o jeji smysluplnosti miizeme mit opravnéné pochyby.
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Tehdy volime druhou cestu a stanovenou hypotézu budeme testovat nékterou z metod,
kterd se nevaze na popis rozdéleni pomoci jeho parametri, ale zcela se téchto predpoklada

vzdava. Hovorime pak o neparametrickych metodach.

Neparametrické metody jsou siroké a rozmanitd skupina postupii, které ¢asto zahrnuji
vypocetné narocné procedury, které nelze provadét bez pocitace a pochopit bez hlubokych
znalosti statistiky. V tomto textu se seznamime jen s tizkym okruhem nejjednodussich ne-
parametrickych metod. Vsechny z nich budou mit spoleéné to, ze k vytreseni problému
pouzivaji jednoduchy trik: nepracuji s puvodnimi daty, ale namérené hodnoty transfor-
muji na proménnou nizstho typu (nejcastéji ordindlni nebo alternativni) a na ni uplatni
uvahy, které se nelisi od téch, co zndme z minulych kapitol. Vyjma znaménkového testu
pijde vzdy o prevod metrickych hodnot na poradi. Budeme tedy hovotit o poradovych
statistikach.

5.7.1 Znaménkovy test

Znaménkovy test je zfejmé nejjednodussi metoda neparametrické statistiky a pozorny
¢tenar nejspis zjisti, Ze jeho princip jsme si v minulych kapitolach uz nékolikrat popsali, a¢
jsme jej doposud nepojmenovali. Znaménkovy test tradicné pouzivime ve dvou situacich
— bud jako jednovybérovy znaménkovy test nebo jako parovy znaménkovy test
(vzpomenime si na to, ze jednovybérové a parové testy jsou de facto totéz). Priblizme si
jeho logiku na pripadu jednovybérového testu.

Vratme se jesté jednou k problému, se kterym jsme otevreli kapitolu o testovani sta-
tistickych hypotéz: k ovéreni tc¢innosti metody vyuky matematiky na stfedni skole. Ptali
jsme se, jestli studenti, na které nasi metodu uplatnime, ziskaji u pisemné maturity z ma-
tematiky vic nez 20 bodi, coz je prumérny vysledek ostatnich studentti. Skupina deviti
student, které jsme nasemu postupu podrobili, ziskala tyto poc¢ty bodu: 15, 25, 22, 19,
22,29, 35, 22, 27. V kapitole 5.2.1 jsme predpokladali, ze nahodné velicina pocet bodui,
které w maturity ziskd student vzdéldavany nasi metodou (znacili jsme X) ma normalni
rozdéleni, coz nas dovedlo k oboustranné p-hodnoté 0.0445 (Z test), pripadné 0.0745 (jed-
novybérovy t-test). Co kdyz se nas vSak zmocni pochyby nad nasim pfedpokladem a my
pripustime, ze sledovana veli¢ina muze mit bezmala jakékoli rozdéleni pravdépodobnosti?
Tehdy nam miize pomoci znaménkovy test.

Drive nez provedeme znaménkovy test, musime vsak pozménit testovanou hypotézu.
Ptvodni nulovad hypotéza znéla Hy : p = 20. Hodnota p je vSak parametr normalniho
rozdéleni, ktery zastupuje jeho stfedni hodnotu, a s parametry normélniho rozdéleni v této
kapitole pracovat nebudeme. Misto toho svou pozornost obratime k medianu nahodné
veli¢iny Mdn(X'), a budeme predpokladat, ze studenti, na které aplikujeme nasi vyukovou

metou, maji jiny medidn poc¢tu bodi, nez je bézné. Dejme tomu, Ze medidanova hodnota je
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u studentt vzdélavanych obvyklym zptisobem shodna se stfedni hodnotou, tedy 20 bodu.

Nulova hypotéza, ovérovana znaménkovym testem, pak bude znit:
Hy : Mdn(X) = 20.

P1i vypoctu znaménkového testu srovname vysledek kazdého z nasich pozorovani (deviti
student1) s hodnotou, kterou ocekava nulova hypotéza. Mohli bychom si to predstavit tak,
ze v datové tabulce vytvorime novy sloupec s hodnotami X; — 20. V nasem pripadé by
obsahoval ¢isla —5,5,2, —1,2,9, 15,2, 7. Pak spoc¢itame, kolik z téchto hodnot je kladnych
(jejich pocet znacme ST) a kolik zdpornych (S7). V nasem piipadé st =7 a s~ = 2.
Jelikoz oba tyto soucty obsahuji stejnou informaci, vybereme si pro dalsi avahy jeden
z nich (tradiéné ten mensi). Obecné jej znacme S. V nasem pripadé to je soucet zapornych
znamének (s = 2). VSimnéte si, ze ty hodnoty, které by presné odpovidaly medidnu, nejsou
zahrnuty v zddném souc¢tu, ST ani S~. Znaménkovy test z nich nedokdze ziskat zddnou
informaci, proto je z vypoctu vyfazujeme a rozsah souboru sniZime na n = st + s7.
Abychom mohli nasi ivahu dokonéit, staci si uvédomit, jaké ma nahodna velic¢ina S
za platnosti nulové hypotézy rozdéleni pravdépodobnosti. Pokud ma nahodnéa veli¢ina X
medidn roven 20, pak kazda jeji realizace ma pravdépodobnost 50 %, Ze padne nad tuto
hodnotu, a stejnou pravdépodobnost, ze padne pod tuto hodnotu (nerozhodné piipady

jsme vyradili). VSech n ptipadu je nezavislych, muzeme proto fict:

) 1
S~ Bz(n, 2).

Tato informace jiz postacuje k tomu, abychom stanovili jednostrannou p-hodnotu. Jedno-
duse vy¢islime pravdépodobnost P(S = 2)+ P(S = 1)+ P(S = 0) (nevite-li jak, nalistujte
kapitolu 2.6.2), tedy pravdépodobnost, ze ze sedmi znamének budou dvé a méné zaporna.
Jelikoz méa ndhodnd veli¢ina S symetrické rozdéleni, oboustrannou p-hodnotu ziskdme jako
dvojnasobek jednostranné. V nasem pripadé by to bylo (0.002+ 0.0184-0.070) -2 = 0.180.
Oboustranna p-hodnota je tedy priblizné 18 %.

Vv,

pouzivame proto casto trik, ktery zname z kapitoly o testech dobré shody. Binomické

rozdéleni aproximujeme normdlnim rozdélenim se sttedni hodnotou 7 a rozptylem %

(vzpomenme, ze ndhodnd veli¢ina s rozdélenim Bi(n,p) ma stfedni hodnotu np a roz-
ptyl np(1—p)). Odeétenim stiedni hodnoty a vydélenim smérodatnou odchylkou ziskdme
testovou statistiku Z s asymptoticky normovanym norméalnim rozdélenim:

S—5 25-n

: Tn (0,1),




z niz snadno vypoc¢teme p-hodnotu. V nasem pripadé z = &\/39 = —1.6, coz odpo-

vida dvoustranné p-hodnoté 0.0956. Je zjevné, Ze v nasem souboru o deviti pozorovanich
asymptotika jesté nefunguje prilis spolehlivé a bylo by proto vhodné ziistat u binomického
rozdéleni. Obecné bychom jej méli opoustét, az pii velkych rozsazich souboru (pfiblizné

n > 20).5

Pouziti znaménkového testu jako parového testu je analogické. Jak uz jsme u paro-
vych testu zvykli, pracovali bychom se sloupcem (proménnou) rozdilii prvniho a druhého
méreni. Pokud se tato nova proménna nepriblizuje normalnimu rozdéleni, muzeme po-
uzit znaménkovy test. Jednoduse bychom na tuto proménnou aplikovali jednovybérovy

znaménkovy test a ovérili nulovou hypotézu:
HO : Mdn(Xdruhé méfeni Xprvni méfenl’) =0.

Opét tedy testujeme medidanovou hodnotu, coz si lze predstavit napriklad jako hypotézu
o tom, jestli je pocet pacientt, jejichz stav se zhorsil, stejny jako pocet pacientl, kteti
se zlepsili. Nesmime zapomenout na to, Ze pozorovani s hodnotami rovnymi medidnu

z vypoctu vyrazujeme. V tomto pripadé ty jedince, ktefi se ani nezlepsili, ani nezhorsili.

Rozhodneme-li se pouzit znaménkovy test, méli bychom znat jeho silné a slabé stranky.
Silnou strankou je zjevné to, ze metoda neni svazana zadnymi predpoklady. Jediné co,
potiebujeme byt schopni urcit, je to, jestli dané pozorovani lezi nad nebo pod medianem.
Znaménkovy test proto mizeme pouzit i na poradové proménné, jelikoz i u téch muzeme
stanovit medidn a srovndvat s nim jednotlivd pozorovani.

Za tuto obrovskou vyhodu vsak znaménkovy test plati svou silou — ve vétsiné pripadii
se jedna o vubec nejslabsi test, ktery mame k dispozici. Pouzijeme-li jej na proménnou
s normalnim rozdélenim, ma ve srovnani s jednovybérovém t-testem asymptotickou re-

2

lativni eficienci = = 0.64. Tedy tam, kde t-testu staci 64 pozorovani k zamitnuti nulové

hypotézy, jich znaménkovy test potiebuje 100.%!

50 Asymptotiku opét miizeme urychlit korekei na kontinuitu, kterou zndme z kapitoly o McNemarové
testu. Jedn4 se ostatné o identické testy, jen s tim rozdilem, Ze jsme hodnoty s* a s~ nahradili hodnotami
n1,0 a np1 a vypolet provadéli v druhé mocning, coz zménilo normélni rozdéleni na rozdéleni x3.

5IDodejme, ze nejen za predpokladu normélniho rozdéleni, ale i ve vét§ing dalsich piipadt bude t-test
silnéjsi nez znaménkovy test. Existuji nicméneé i takové tvary rozdéleni, kde jsou oba testy stejné silné, a
ba co vic, u nékterych rozdéleni by znaménkovy test dosahl vétsi sily nez t-test.
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5.7.2 Wilcoxontliv jednovybérovy test a Wilcoxoniv parovy test

Ve srovnani se znaménkovym testem fesi stejny problém ponékud sofistikovanéji Wilco-
xonuv test pro jeden vybér, respektive Wilcoxoniv péarovy test (Wilcozon signed-rank
test). Opét plati to, Ze parovy test je identicky s jednovybérovym testem aplikovanym na
sloupecek rozdilii parovych métreni. Wilcoxontuv test, podobné jako znaménkovy test, se
vyrovnava s problémem neznamého tvaru distribuc¢ni funkce tim, Ze nepracuje s ptvod-
nimi namérenymi hodnotami, ale opét néjak redukuje informaci obsazenou ve zkoumané
proménné. Tentokrat nejde o redukci tak drastickou, jako v predeslém pripadé. Pti vypo-
¢tu totiz namérené hodnoty zkoumané proménné prevadime na poradi. Wilcoxontv test
proto patii mezi takzvané poradové testy.

Na rozdil od znaménkového testu postup navrzeny Wilcoxonem obecné neovéruje hy-
potézu o medianu, ale ponékud méné srozumitelné tvrzeni, ze sledovand ndahodnd velicina
je symetricky rozdélend kolem zadané hodnoty. Tato hypotéza je vlastné slozend ze dvou
tvrzeni: a) medidn ndhodné veli¢iny je roven zadané hodnoté a b) ndhodnd veli¢ina ma
symetrickou hustotu pravdépodobnosti. Pokud libovolné z téchto dvou tvrzeni neplati,
pak ma test tendenci zamitat nulovou hypotézu. Toto je diivod, pro¢ vétsina statistickych
programi jednovybérovy Wilcoxontiv test viibec nenabizi — smysluplné vyuziti by test mél
jen tehdy, pokud bychom s jistotou védéli, ze ndhodna velicina je symetricky usporadana,
abychom test mohli povazovat za test medianu.

Priznivéjsi je situace v pripadé Wilcoxonova parového testu. Pokud obé srovnavané
nahodné veli¢iny maji stejna rozdéleni pravdépodobnosti, jejich rozdil ma vzdy symetrické
rozdéleni s medianem v nule. S pomoci Wilcoxonova parového testu tedy mizeme ovérovat
platnost nulové hypotézy o tom, ze dvé ndhodné veli¢iny maji stejné distribuc¢ni funkce.
Pokud je nulova hypotéza zamitnuta, nevime, jestli tomu je kvili rozdilu v medianech
nebo tieba v Sikmosti ndhodné veli¢iny.

P1i vypocétu Wilcoxonova testu budeme postupovat v nasledujicich krocich. Od jed-
notlivych hodnot ndhodné veli¢iny X odec¢teme ocekdvanou hodnotu medidanu (tedy tu
hodnotu, kterou predpoklada nulova hypotéza). Pokud jde o parovy test, ndhodna ve-
licina X je rozdil obou méreni a ocekdavanou hodnotou obvykle nula. Pokud se nékteré
pozorovani nelisi od ocekavané hodnoty, z vypocétu jej vyradime. Vypocitame absolutni
hodnoty téchto rozdili a prevedeme je na poradi (zna¢me R;) tak, aby nejvétsi rozdil do-
stal nejvyssi poradové ¢islo. Pokud méa vice rozdili stejné absolutni hodnoty, spocitejme
pro né prumeérna poradi. Se¢téme ty poradové hodnoty, které pattily k rozdilim s kladnym
znaménkem (soucet znatme ST) a ty, které patfily k rozdilum se zdpornym znaménkem
(S7). Mensi z obou hodnot je statistika T'. VySe popsané kroky jsou ndzorné zobrazeny
v tabulce 13.
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Tabulka 13: Tabulka pro vypocet Wilcoxonova jednovybérového testu

r; x;—20 |xr; —20| znaménko 7y

15 -5 5 _ 5,5
25 5 5 + 5,5
2 2 2 + 3
19 -1 1 _ 1
2 2 2 + 3
29 9 9 + 8
35 15 15 + 9
2 2 2 + 3
21 7 7 + 7

Nalezené hodnoty statistk s~ = 6.5 a s = 38.5.

Za platnosti nulové hypotézy méa statistika 1" asymptoticky normalni rozdéleni s na-

sledujicimi parametry:

1 1

T~N<7Mn+D,Mn+D@n+D>
4 24

Nezapomenme, ze do rozsahu souboru n nezahrnujeme vytazend pozorovani, ktera se

rovnala ocekavané hodnoté. Podobné jako u diive zminénych testi, testovou statistiku T'

prevedeme na testovou statistiku Z, kterd méa normované normalni rozdéleni, ode¢tenim

stfedni hodnoty a vydélenim smérodatnou odchylkou:

_ T—in(n+1)
Van(n+1)(2n +1)

~ N(0,1).

V nasem piikladu by testova statistika Z nabyvala hodnoty % = —1.90 a z toho od-

vozena p-hodnota 0.058. Nulovou hypotézu bychom tedy nemohli na pétiprocentni hladiné

vyznamnosti zamitnout.

Pro tplnost uvedme, zZe existuji nejméné dva postupy vypoctu tohoto testu. V druhém
bychom misto testové statistiky T pracovali se statistikou W, kterou bychom ziskali ze

vztahu W = St — S~. Ta mé pak asymptoticky normdln{ rozdélen{ s témito parametry:

W:S+—SNN(O,én(n—l—l)(Qn—i—l))

a lze ji prevést na ndhodnou veli¢inu Z uzitim vztahu

w
7= \/én(n +1)(2n+1) ~ N1,
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7, té snadno ziskame prislusnou p-hodnotu. Oba postupy vedou k identickym vysledkiim.

Vy$e popsané vztahy jsou asymptotické a pro malé rozsahy souboru tedy zatizené
znacnou chybou. Obecné bychom popsany potup neméli pouzivat, pokud je rozsah naseho
souboru (respektive pocet part) mensi nez 15. Pokud se této situaci nemizeme vyhnout,
je FeSenim kombinatoricky vypocet. P¥i rozsahu souboru n vime, Ze statistika S~ (a tedy
i ST) muze nabyvat pouze takovych hodnot, které vzniknou jako soucet nékterych (0 az
n) C¢isel z mnoziny 1,2,...,n, jiny vysledek dostat nemuzeme. Pokud bychom vsechny
mozné vysledky vypsali a seradili od té nejmensi hodnoty rozdilu po nejvétsi, miazeme
urcit presnou p-hodnotu. Stacilo by spocitat hodnoty, které jsou mensi nebo rovny hodnoté
nalezené statistiky 7" a vydélit jejich pocet celkovym poctem hodnot a vynasobit dvéma
(jelikoZ jde o dvoustrannou hypotézu.) Je zjevné, ze krok ,vypsat vSechny mozné vysledky*
se s rostoucim rozsahem souboru stava vypocetné velmi naroénym. Postup mtzeme pouzit
bez ohledu na pritomnost shodnych méreni v datech, musime vsSak tomu prizptisobit
mnozinu vysledki, coz situaci jesté vice komplikuje a fada programu v pripadé shod
kombinatoricky vypocet nenabizi.

Shody v hodnotach rozdil predstavuji obecné problém bez ohledu na to, jaky postup
vypoctu zvolime. Asymptoticky test se v pripadé vyskytu shod stava konzervativnéjsim.
Toto oslabeni muzeme korigovat. Postupujeme tak, Zze vypiSeme vSechny jedinecné hod-
noty velikosti rozdilu |z; — 20| (téch je obecné r < n) a ke kazdé napiseme, kolikrat jsme
ji mezi méfenimi pozorovali (poCty opakovani oznacme ¢;). V nasem piikladu by r = 6
at; =3,2,1,1,1,1, jelikoz se zde tiikrat opakovala dvojka a dvakrat pétka, ostatni hod-
noty jsme pozorovali jen jednou. Pocty shod pouzijeme ke zpresnéni odhadu smérodatné
odchylky statistiky 7', kterou prevadime na statistiku Z pomoci tohoto vzorce:

7 T—in(n+1)

Van(n+ 120+ 1) = § X5 (5 — 1(t +1)

~ N(0,1).

Ac¢ se jednd o uziteCny postup, fada statistickych programi korekci na shody neposkytuje.
Kdybychom pouzili tuto korekci v nasem prikladu, zméni se hodnota testované statistiky
na —2.13 a p-hodnota na 0.033.

Zejména pti malych rozsazich vybéru provadime jesté jednu korekci, kterou zname

z predeslych asymptotickych testi, a to korekei na spojitost. Ta by v pripadé Wilcoxonova

testu vypadala tak, Ze vyraz z ¢itatele zlomku T — in(n + 1) nahradime vyrazem |T" —

tn(n+1)] — 1, a test se tak stane presnéjsim a konzervativnéjsim.

Doplnme jesté kratké zamysleni nad Wilcoxonovym parovym testem, pro ktery plati
vse vyse uvedené. Nekdy se mizeme setkat s nazorem, ze jde o parovy test pro dvé ordi-

nalni proménné. To ovSem neni pravda. Prvni i druhé méreni musi byt metrické povahy,
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ordinalni povahy mtize byt az jejich rozdil. Pfedstavme si naptiklad, Ze trénujeme tii spor-
tovce. Misto jejich ¢asu si zaznamename pouze jejich poradi: 2., 1., 3. Po nasem tréninku
se jejich vykony zménily a my opét zaznamename pouze poradi: 3., 2., 1. Je zjevné, ze
z téchto zaznami nejsme schopni ani pri nejlepsi vuli vycist, jestli se sportovci zlepsili
nebo ne.

Wilcoxoniiv test podobné jako nékteré dalsi neparametrické testy postrada intui-
tivné interpretovatelny ukazatel miry tc¢inku. Obvykle proto zadny neprezentujeme, méli
bychom vsak doplnit medianovou hodnotu nasich méreni, at si ¢tenar mize udélat alespon

mlhavy obrazek.

Wilcoxoniiv test ma tctyhodnou statistickou silu. Ve srovnani s jednovybérovym t-

testem je jeho relativni asymptoticka eficience pro norméalné rozdélené proménné % =

0.955. Tedy tam, kde tato metoda pottebuje 100 pozorovani k zamitnuti nulové hypotézy,
tam t-testu stac¢i priblizné 96. V ptipadé, ze sledovana veli¢ina normalni rozdéleni nema,

Wilcoxoniiv test snadno prekond metody parametrické statistiky.

5.7.3 Manniv-Whitneytiv U test

Viitbec nejcastéji pouzivanou neparametrickou metodou v psychologickém vyzkumu je
Manniiv-Whitneytiv U test. Jedna se o variantu Wilcoxonova testu pro dva nezavislé
vybéry a v literatufe na néj nardzime pod nazvy Manntv-Whitneyiv-Wilcoxontv test,
dvouvybérovy Wilcoxontuv test ¢i U test. Vzdy vsak jde o stejnou metodu — rozdily se
mohou vyskytovat jen v dilé¢ich krocich vypoctu.

Manntv-Whitneytuv U test Tesi stejnou situaci, ve které obvykle pouzivame t-test pro
dva nezavislé vybéry. Mame tedy dvé skupiny nezavislych méteni, kde prvni skupina je
tvorena n realizacemi ndhodné veliciny X a druhd m realizacemi nahodné veli¢iny Y.
Otézka, kterou si klademe, zni, jestli néktera z nahodnych veli¢in X nebo Y ma tendenci

nabyvat vyssich hodnot nez ta druha.

Oproti t-testu ma U test vyhodu, Ze neklade zadné podminky na tvar rozdéleni na-
hodné veli¢iny. Ba co vic, U test dokaze pracovat i s ordinalnimi daty, takze tvar rozdéleni
viibec znat nemusime, ale sta¢i ndm informace o poradi jednotlivych méreni podle jejich
velikosti.

Nulova hypotéza, jejiz platnost U test ovéruje, zni
Hy: P(X<Y)=P(Y < X).

Predpoklada tedy, ze pravdépodobnost, ze se ndahodna veli¢ina X realizuje s vyssi hodno-
tou nez ndhodné veli¢ina Y, je stejnd jako pravdépodobnost, Ze tomu bude naopak (Ze se

néhodnd veli¢ina Y realizuje s vyssi hodnotou nez ndhodna velic¢ina X).
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Obrazek 38: Podminka pro test medianu pomoci U testu

Na obrazku jsou grafy hustot pravdépodobnosti dvou nahodnych veli¢in, které srovnavame po-
moci U testu. V prvnim pripadé maji obé veli¢iny az na posunuti stejnou distribu¢ni funkeci,
takze U test mlUzeme povazovat za test hypotézy o shodé mediant. V druhém pripadé toto
ovsem neplati.

V nékterych textech narazime na tvrzeni, Zze U test je testem shody mediani a ze

ovéruje platnost nulové hypotézy
Hp : Mdn(X) = Mdn(Y).

Toto vsak neni pravda vzdy. Abychom mohli U test povazovat za test shody mediant,
museli bychom splnit podminku, ze distribu¢ni funkce ndhodnych velicin X i Y maji
stejny tvar a mohou se lisit jen posunutim. Nazorné tuto podminku vyjadiuje obrazek
38. Dodejme, ze jen zridkakdy mame k dispozici dostateéné padné argumenty o tom, ze
obé distribu¢ni funkce maji stejny tvar, obvykle je proto vhodnéjsi drzet se prvni varianty
nulové hypotézy.

Priblizme ctenari nejprve puvodni postup vypoctu, ktery popsal Frank Wilcoxon
v ¢lanku z roku 1945. Prvnim krokem vypoctu je prevedeni namérenych hodnot na po-
radi bez ohledu na skupinu. Pokud maji nékterd métreni stejnou hodnotu, priradime jim
primérna poradi. Je-li tedy rozsah prvni skupiny n a druhé skupiny m, pak jednotlivym
méfenim rozdame c¢isla od jednicky az po n+m. Tyto poradové hodnoty v kazdé skupiné
zvlast secteme, a ziskdme tak soucCty poradi Sx a Sy. Soucet Sy + Sy se pochopitelné
musi rovnat souc¢tu vsech ¢isel od 1 po n+m, tedy %(n +m)(n+m+1), atoiv pripadé
shod.

Wilcoxon dokazal, ze za platnosti nulové hypotézy maji ndhodné veli¢iny Sy a Sy

asymptoticky normélni rozdéleni:

1 1
Sy ~ N<2n(n+m+ 1),Enm(n+m~l— 1)),

1 1
Sy ~ N(Qm(n—l— m+ 1), Enm(n +m + 1))

Asymptotiku mizeme povazovat za uspokojivou, pokud obsahuje kazda ze skupin nejméné

10 pozorovani. Obé nalezené hodnoty jsou spolu svazany, prezentujeme proto obvykle
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jedinou z nich, ¢astéji tu mensi, a oznacime ji W (pro mensi prehlednost ji néktefi autori
znaci T').
P1i dostatecném rozsahu vybéru prevedeme souctovou statistiku na veli¢inu Z s nor-

movanym normélnim rozdélenim dle jednoho ze vztaht:

Z:Sx—%n(n—irm—l—l) Z:Sy,—%m(n—i—m—i—l)'
\/ﬁnm(n-l—m—kl) \/l—gnm(n+m+1)

7 této statistiky pak snadno odvodime p-hodnotu. V pripadé, Ze se mezi pozorovanimi
vyskytovaly shody (bez ohledu na to, jestli to bylo v ramci téze skupiny, nebo rtznych sku-
pin), bude nas odhad prilis konzervativni. Mohli bychom jej korigovat upravou rozptylu.
Korekce by opét vypadala tak, ze identifikujeme r jedine¢nych hodnot, poznamename si,

kolikrat se kazda z nich vyskytovala (ozna¢me tyto ¢etnosti ti,ts,...,t,.), a rozptyl pak

3
1 T ti—t
2 1m Zj (n+m)(n+m—1)"

zmensime o hodnotu
Castéji nez vyse uvedeny postup najdeme v literatuie jeho tpravu zndmou pod nazvem
Mannuv-Whitneytv U test. Postup by byl presné stejny az do bodu, kdy méame dvé
souctové statistiky Sy a Sy. S témi provedeme nasledujici ipravu, a ziskame tak statistiky

Ux a Uy:

n(n+1) m(m + 1)
Ug=5— ——, U, =S — ——=.
2 2

Tato zdanlivé zbytecna transformace ma nékolik vyhod. Obé ziskané ndhodné veli¢iny
maji stejné rozdéleni (stfedni hodnota je rovna "§* a rozptyl odpovidd rozptylu statistik

S, at uz se shodami ¢i beze shod v poradi). Pri dalsich tvahdch si proto muzeme zvolit
libovolnou ze statistik Uy a Uy, oznacit ji U a pouzit na ni nasledujici vzorce bez ohledu
na nasi volbu. Statistické programy tradi¢né voli mensi z obou nalezenych. Pro U plati

asymptoticky vztah

UNN(nm,nm(n+m+1)).
2 12

P1i dostatecném rozsahu ho proto opét mizeme prevést na statistiku Z odectenim pri-

meéru a vydélenim smérodatnou odchylkou.

[J — nm
Z=—2_2 . N(®1)
nm(n+m+1)

12

Ze statistiky Z lze odvodit asymptotickou p-hodnotu. Asymptotiku muzeme i v tomto
pripadé urychlit korekci na spojitost. Ta by v pripadé Mannova-Whitneyova U testu méla
tuto podobu:
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1
U=
[nm(n+m+1)
12

Pokud v namérenych hodnotach existuji shody, miizeme upravit odhad rozptylu postupem

Z

popsanym vyse. Korekce se vzajemné nevylucuji — test nas proto mize dovést ke ¢tyrem
riznym p-hodnotam. Pouzijeme-li obé navrzené korekce, vzorec pro vypocet statistiky Z

naroste do nasledujiciho tvaru:
nm 1
U — 7‘ ~1

Z = .
nm r t2—t;
\/12 <(n +m+ 1> B Zj (n-‘rm)](n-im—l))

Hlavni vyhoda statistiky U spociva v tom, Ze ji lze pomérné piimocare interpretovat.
Hodnota statistiky Uy oznacuje pocet dvojic méfeni (vidy prvni ze skupiny X a
druhé ze skupiny Y), kde ma prvni méfeni vétsi hodnotu nez méreni druhé
(v pripadé shody obou méfeni se pocita pil bodu). Kdybychom méli velmi maly soubor
pozorovani, mohli bychom diky tomu spocitat Uy jednoduse tak, ze bychom srovnali kazdé
pozorovani ze skupiny X s kazdym pozorovanim ze skupiny Y a spocitali bychom, kolikrat
mélo prvni z nich vyssi hodnotu nez druhé (respektive kolikrat mélo nizsi hodnotu, pak
bychom ziskali hodnotu statistiky Uy ).

P-hodnota ziskana libovolnou z vyse uvedenych cest odpovida skutecné p-hodnoté
pouze pri vysokych rozsazich vybéru. Pokud bychom test chtéli uplatnit na malé rozsahy;,
mohli bychom pouzit podobné jako v pripadé jednovybérového Wilcoxonova testu kom-
binatoricky pristup. Jeho logika by byla takova, ze n + m pofadovych hodnot muzeme

rozdélit mezi dvé skupiny o rozsazich n a m jen koneénym mnozstvim zpusobtu — téch je
("J;m> Mohli bychom si vSechny tyto zptisoby vypsat a stanovit pro kazdy z nich hodnotu

statistiky U. Potom relativni ¢etnost téch usporadani, ktera vedou k hodnoté U rovné nebo
mensi, nez je ta, kterou jsme namérili na nasich datech, odpovida ptresné p-hodnoté (tedy
uz patému moznému vysledku tohoto testu). Je pochopitelné, ze pii velkych rozsazich se

tento postup stava vypocetné nesmirné naro¢nym.

Vzhledem k oblibé Mannova-Whitneyova U testu existuje hned nékolik ukazatelit miry
ucinku, které mtzeme spolu s vysledky tohoto testu prezentovat. Pravdou vsak je, ze vét-
Sina ¢tenaiu s nimi pravdépodobné nebude seznamena, na rozdil od béznych ukazatel
jako je Cohenovo d. Prvni z ukazatelll vychazi z interpretace statistiky U — tedy pocétu
dvojic hodnot z rtznych skupin, kde prvni hodnota je vétsi nez druha. Jelikoz vime, ze
takovychto dvojic mizeme vytvorit nm (kazdy prvek z prvni skupiny krat kazdy z druhé

skupiny), pak podil g—m vyjadruje pravdépodobnost, ze ndhodné vylosovany pr-
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vek ze skupiny X bude mit vyssi hodnotu nez nahodné vylosovany prvek ze
skupiny Y. Shodou okolnosti takto stanovend hodnota presné odpovida statistice AUC
(Area Under Curve) pouzivané v ROC analyze (viz predmét Psychometrika 2)°2. Pokud
bychom pro vypocet pouzili statistiku Uy, vyjde nam pravdépodobnost, ze nahodné vy-
brany prvek ze skupiny Y ma vyssi hodnotu nez prvek ze skupiny X. Pochopitelné tedy

U\
nm

AUC rovnat 0.5.
Druha moznost, jak stanovit miru uc¢inku, je spocitat takzvanou poradové-biserialni

plati vztah U= =1 — -3 Kdyby hodnoty v obou skupindch byly stejn¢ vysoké, bude se

korelaci. Jedna se korelac¢ni koeficient pro alternativni a poradovou proménnou a muzeme

jej vypocitat ze vztahu

r:1—ﬁ21—2AU0.
nm

Tento ukazatel mizeme interpretovat podobné jako Pearsontiv korelacni koeficient.

Pokud budeme chtit prezentovat rozdil mezi skupinami v jednotkach, ve kterych jsme
provadéli méreni, narazime na urcité komplikace. Miizeme prezentovat mediany a jejich
rozdil, nékdy se tak ale dostaneme do kuriézni situace, kdy oba mediany vyjdou stejné, a
test presto zaznamend statisticky vyznamny rozdil. Kdybychom hledali statistiku, ktera
presnéji odrazi rozdil mezi skupinami, nasli bychom méné znamy ukazatel s nazvem
Hodgestv-Lehmanntiv estimétor. Jeho velikost zjistime tak, Ze spocitdme rozdily mezi
vSemi dvojicemi méreni (kazdy prvek z dvojice patii do jiné skupiny, celkem tedy vznikne

nm dvojic) a z téchto rozdilt spoéitdme median.

Manntv-Whitneytiv U test je pozoruhodné silny. Jeho relativni asymptoticka eficience
ve srovnani s t-testem pro dva nezavislé vybéry je % = 0.955. Tam, kde U test potfebuje
k zamitnuti nulové hypotézy 100 pozorovani, si t-test vystaci s priblizné 96 pozorovanimi.
Tato hodnota ovsem plati pouze pro praci s norméalné rozdélenou nahodou veli¢inou, tedy
situaci, pro kterou byl t-test vytvoren. Budeme-li pracovat s jinymi rozdélenimi, ztrati
t-test cast své sily a U test jej snadno prekona.

Z vyse uvedenych srovnani vychazi Manntiv-Whitneytiv U test velmi dobte, snad i 1épe
nez samotny t-test, ktery za svou silu plati znaénymi restrikcemi uziti. Mzeme se proto

ptat, pro¢ U test neni povazovan za metodu prvni volby a neni pouzivan castéji. V uceb-

52Neékdy je totmto ukazateli vihodnéjsi referovat jako o dominanci, respektive stochastické dominancsi.
Zbavime se tim odkazu na metodu ROC, ktery muze byt pro radu ¢tenaru matouci.

53Gtatistické programy nam obvykle ukédZou pouze hodnotu statistiky U bez upozornéni, jestli jde o Uy,
nebo Uy. Tradicné to byva ta mensi z obou nabizenych hodnot, méné zkuseni uzivatelé nicméné nékdy
nedokédzou vypdtrat, kterd skupina skérovala nize (a tedy které skupiné zvolené U patii). Pomoci ndm
muze obycejné srovndni medidni skupin (a¢ pfi shoddch v méfenich nékdy zadny rozdil v medidnech
vydélime-li je rozsahy pfislusnych skupin, ziskdme prumérné poradi Sx /n a Sy /m. Ta skupina, které ma
nizsi pramérné poradi, dosahovala nizsich hodnot.
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nicich se ¢asto docteme, ze tim divodem je nedostatecna statisticka sila; jak jsme ovSem
vidéli, tento argument opravdu neni presvédcivy. Duvod je ten, ze kdyz pouzijeme ne-
parametrickou statistiku, pripravime se o moznost elegantni prezentace nasich vysledk.
Vétsina Ctenaiu s elementarnimi znalostmi statistiky dobie rozumi ukazatelim jako je
primeér ¢i smérodatna odchylka. Pokud vsak pouzivame U test, predpokladame, ze nase
data pomoci primérti a smérodatnych odchylek efektivné popsat nelze. Odsuzujeme se
tak k pouziti ukazatelt jako je median, MAD, AUC, Hodgestv-Lehmanntuv estimator
atd., kterym vsak vétSina ¢tenaiu neporozumi. Hlavni davod, pro¢ je t-test prvni volbou,
jen zkratka ten, Ze jeho vysledky dokazeme snaze komunikovat.

Sdéleni vysledki U testu by mohlo znit naptiklad takto: Pozorovand doba preZiti byla
u 7 pacienti s kvalitni socidlni oporou signifikantné delsi nez u skupiny 10 pacientd, kteri
socidlni oporu postradali, U = 13.5,Z = —2.10,p < 0.05, AUC = 0.81. Medidan doby
preZiti od hospitalizace byl u skupiny se socidlni oporou 12 mesici, zatimco bez socidlni

opory 6 mésici.

5.7.4 Test Spearmanova korela¢niho koeficientu

V pripadé, Ze chceme kvantifikovat silu zdvislosti mezi dvéma kvantitativnimi (metric-
kymi) proménnymi, které nespliuji podminku normélniho rozdéleni, nebo mezi dvéma
ordinalnimi proménnymi, obvykle pouzivime Spearmantv korela¢ni koeficient. Ptipomen-
me, ze Spearmantiv korelacni koeficient odpovida Pearsonovu korelacnimu koeficientu,
ktery jsme ovSsem aplikovali na hodnoty prevedené na poradi dle své velikosti.
Podobnost mezi Spearmanovym a Pearsonovym korelacnim koeficientem se odrazi
i v postupu, kterym ovérujeme hypotézy vztahujici se k témto ukazatelim. Obecné plati,
ze testy statistickych hypotéz, které jsme se naucili v kapitole o Pearsonovu korela¢nim
koeficientu, mizeme beze zmény aplikovat i na Spearmantv korelacni koeficient. Platnost

nulové hypotézy p = 0 bychom tedy ovérovali pomoci ndm jiz zndmé statistiky

Dodejme jen, ze v tomto pripadé by sSlo o asymptoticky, nikoli presny test. V pripadé, ze
bychom chtéli testovat obecné hypotézu p = py nebo pokud bychom chtéli srovnat velikost
Spearmanova korela¢niho koeficientu ve dvou skupinédch, bychom opét pouzili Fisherovu
transformaci. Podrobnosti postupu by byly stejné, jako jsme uvedli v kapitole 5.4.4.
Jelikoz Spearmantiv korelac¢ni koeficient pracuje s poradim, mize pii daném rozsahu
souboru (n) nabyvat jen koneéného mnozstvi hodnot (kterych je n!). Toto ndm umoznuje
vypocitat presnou p-hodnotu pomoci kombinatorického testu. Kombinatoricky test se
vyuziva ziidkakdy, jelikoz vsak jde o obecny postup, ktery mizeme aplikovat na vSechny

poradové testy, priblizime si zde logiku tohoto postupu.
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Predstavme si, ze pracujeme se souborem 4 parovych meéreni. Nase datova tabulka
tedy bude mit dva sloupce (z a y) a Ctyri fadky. Pro prehlednost si nase ¢tyfi pozoro-
vani seradime podle velikosti znaku x od nejmensiho po nejvétsi. Kdyz pak pro vypocet
Spearmanova korela¢niho koeficientu prevedeme hodnoty na poradi, bude sloupecek z

obsahovat poradové hodnoty 1,2, 3, 4.

Kdyby platila nulova hypotéza Hy : p = 0, pak by sloupecek y sice taky obsahoval
hodnoty od jednicky do ¢tyrky, ale ty by byly zamichané v ndhodném uspotradéani. Jelikoz
vsak spolu dle nulové hypotézy x a y nesouviseji, je usporadani hodnot y zcela nahodilé —
libovolné z 24 usporadani (4! = 24) muze nastat se stejnou pravdépodobnosti. P-hodnotu
muzeme pak vypocitat tak, ze si pro kazdé z moznych usporadani vypocitame hodnotu
Spearmanova korela¢niho koeficientu a srovname ji s hodnotou Spearmanova korela¢niho
koeficientu, ktery jsme vypocitali na nasich skutecnych datech. Pocet téch koeficient,
které porusuji nulovou hypotézu stejné nebo vice, nez ten nas, vydéleny celkovym poctem

usporadani (tzn. 24) odpovida presné kombinatorické p-hodnoté.

Postup nazorné ilustruje tabulka 14. Kdybychom nalezli usporadani znaku y naptiklad
1,2,4, 3, cemuz odpovida ry, = 0.8, pak do stejné nebo jesté vétsi miry porusuje nulovou
hypotézu (pfi oboustranné alternativé) napiiklad usporadani 4,2, 3,1 (rs = —0.8),1,2,3,4

(rs = 1.0) a nékolik dalsich. Dohromady 8 z 24. Nalezend p-hodnota by tedy byla % =

0.33, coz neni signifikantni vysledek.
Jak je patrné, s rostoucim rozsahem vybéru se stava kombinatoricky postup vypocetné

velmi naroénym a své uplatnéni ma jen u malych souborti.

V textu bychom prezentovali test Spearmanova korela¢niho koeficientu napriklad takto:
Visledky naznacuji, Ze symetrictejsi Zenské tvdre jsou muzi hodnoceny jako atraktivnéjsi,
rs(16) = 0.48,p < 0.05.

5.7.5 Kruskaluv-Wallisuv test

Podobné jako povidani o parametrickych testech bylo uzavieno AVOVou, uzavieme kapi-
tolu o neparametrické statistice jejim protéjskem, Kruskalovym-Wallisovym testem (téz
znamy jako Kruskaluv-Wallisav H test, Kruskalova-Wallisova ANOVA atp.).

Jedna se o postup, pomoci kterého hledame odpovéd na otazku, zdali se pozorovani ze
tii a vice souborti lisi svou vysi. Nejnazornéjsi by bylo si predstavit Kruskaliv-Wallisiiv
testu jako sérii Mannovych-Whitneyovych testi mezi vsemi dvojicemi skupin s tim, ze
uplatnime mimoradné presnou korekci na opakované testovani. Nulovou hypotézu bychom
zamitli, pokud bychom pozorovali rozdil v libovolné z testovanych dvojic. Toto prirovnani
plati véetné omezeni a dalsich vlastnosti, které jsme popisovali v kapitole o Mannové-Whi-
tneyove testu. Zkoumané proménné mohou byt metrické ¢i ordinalni povahy bez podminky

na specificky tvar rozdéleni. Pokud bychom pridali pfedpoklad stejného tvaru rozdéleni ve

162



Tabulka 14: Kombinatoricky test Spearmanova korela¢niho koeficientu

v v Ys wa Y ¥e  Yr Ys Yo Yo Y Y2

=~ W N =
W = DN =
=~ DN O o=
IV )
W = =N
[SURN NCRTGEe
N B~ W =
SN — W
= =W N
N W B =
= =N W
NSS!

rs| 1.0 08 08 08 06 04 04 04 04 02 02 00
p | 0.08 033 033 033 042 0.75 0.75 0.75 0.75 0.92 092 1.00

Y13 Y14 Yis Y16 Y17 Y18 Y19 Y20 Y21 Y22 Yo3 Yoa

2 4 2 4 3 2 4 3 4 3 4 4
4 1 3 1 2 4 2 4 3 4 2 3
1 2 4 3 4 3 1 1 1 2 3 2
3 3 1 2 1 1 3 2 2 1 1 1

rs| 00 -02 -02 -04 -04 -04 -04 -06 -08 -0.8 -08 -1.0
p | 1.00 092 092 0.75 0.75 0.75 0.75 042 0.33 0.33 0.33 0.08

Sloupce 1 az y24 obsahuji vSechna mozna usporadani poradovych hodnot pro znak y. V radku r
jsou odpovidajici hodnoty korela¢niho koeficientu a v fadku p prislusna p-hodnota. Jak je patrné,
pri rozsahu souboru n = 4, nemiize byt pii oboustranné alternativé nikdy nulova hypotéza
zamitnuta.
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vsech skupinach, mohli bychom tvrdit, Ze test ovéruje platnost hypotézy o shodé mediani.
Bez této podminky jde vSak o jiny druh rozdilu (viz kapitola 5.7.3).

Kruskaluv-Wallisuv test pocitame ve dvou krocich. V prvnim prevedeme veskera po-
zorovani bez ohledu na skupinu, do niz nalezi, na poradi od nejmensi hodnoty po nejvétsi.
Ma-li vice méfeni stejnou hodnotu, dame jim prumérna poradi. V druhém kroku vypo-
¢itdme hodnotu testové statistiky H, kterd ma asymptoticky rozdéleni y? s k — 1 stupni

volnosti, kde k oznacuje pocet srovnavanych skupin:

Sk n(F —7)? 5

k nj —5 ™~ Xk-1-
> =1 Sili(rj —1)?

H=(n-1)

Pismenem n; je oznacCen rozsah j-té skupiny, pismenem n celkovy rozsah souboru, r;; je
pofadi i-tého pozorovani z j-té skupiny, 7; primér poradovych hodnot v j-té skupiné a 7
je priamér viech pofadovych hodnot, coz vzdy odpovida podilu 24+ .5*

Podobné jako predeslé poradové testy se jedna o asymptoticky vztah, ktery je pod-
minény dostateénymi rozsahy skupin. V pripadé, ze by néktera skupina obsahovala méné
nez 5 pozorovani, jsou vysledky zatizeny znacnou chybou. A¢ by bylo mozné vytvorit
i kombinatorickou obdobu této metody, ve statistickych programech obvykle zabudovana

nebyva.

Podobné jako analyza rozptylu, vysledek Kruskalova-Wallisova testu neposkytuje in-
formaci o tom, ve kterych dvojicich skupin byl pozorovan vyznamny rozdil. Prestoze
v literatufe mizeme najit rozmanité post hoc testy podobné jako u ANOVy, nejsou jejich
vlastnosti prilis uspokojivé. Obvykle je soucasti jejich vypoctu tprava p-hodnoty vycha-
zejici z logiky Bonferroniho korekce, coz je ¢ini znac¢né konzervativnimi, predevsim kdyz
pracujeme s vétsim mnozstvim skupin. Ziejmé nejlepsim fesenim, kterym lze doplnit ¢i na-
hradit post hoc testy, je srovnat skupiny graficky pomoci krabicového grafu (viz kapitola
3.4.5).

2
54V nékterych textech narazime na jednodussi vzorec H = % E?:l % —3(n+1), kde S; je soucet

poradi v j-té skupiné. V pripadé vyskytu shod v namérenych hodnotach bychom jeho vysledek vSak museli

ARGED

korigovat vydélenim statistiky H vyrazem 1 — &=t——— kde ¢; jsou Cetnosti jednotlivych unikétnich
hodnot a r je celkovy poéet unikdtnich hodnot (viz kapitola 5.7.2).
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5.8 Vybér statistického testu

Statistickych testi je mnoho. A¢ jsme se na predchozich strankach seznamili jen s je-
jich nejznaméjsimi zastupci, i tak jich byly dobré dvé desitky. Na misté je otazka, jak
se v tomto mnozstvi neztratit a umét pohotové vybrat nejvhodnéjsi metodu k ovéreni
zamyslené hypotézy. S rostouci zkusenosti a znalostmi statistiky se tento kol postupné
stane trividlnim. Pro ¢tenare, ktefi tyto zkuSenosti nemaji, ted predstavime pomtcku,

kterd jim s vybérem testu spolehlivé pomiize.

Hned zkraje uvedme, ze jakékoli pomucky tohoto druhu jsou opravdu jen pomiickami,
nikoli neomylnymi a univerzalnimi zakony. U statistiky obecné plati, Ze jakdkoli snaha pre-
vést postupy do mechanické sekvence kroki, které uplatnime bez premysleni, je skodliva,
a Casto se diky ni pravda skryje jesté hloubéji misto toho, aby byla odhalena. Ze zkuse-
nosti autora téchto skript 1ze vsak témér veskeré hypotézy, které studenti v diplomovych
pracich z oboru psychologie navrhuji, testovat pomoci metod, pti jejichz vybéru muzeme
spolehlivé uplatnit nize uvedeny postup.

Rizné rozhodovaci stromy navrhované autory rozmanitych ucebnich text obvykle za-
¢inaji otazkou, jestli nase hypotéza popisuje souvislost néjakych veli¢in, nebo rozdil mezi
skupinami. Tedy na jedné strané by byly hypotézy jako ,pocet pritel, které clovek md na
socidlni siti, souvisi s jeho Zivotni spokojenosti” a na strané druhé ,Zeny maji v primeéru
vetsi slovni zdsobu meZ muzi“. A¢ je toto déleni pomérné intuitivni, my jej nepotiebu-
jeme. Z pohledu statistického testu je pravdou, ze rozdil je totéz co souvislost. Smysl
tohoto vyroku bude zrejméjsi, kdyz druhou uvedenou hypotézu o rozdilu prevypravime
jako hypotézu o souvislosti: , Eristuje souvislost mezi pohlavim jedince a rozsahem jeho
slovni zdsoby.“ Jeji smysl se tim nijak nezménil. Stejnou tvahu bychom mohli provést
i u hypotézy, kterd se vyjadruje ke srovnani vice nez dvou skupin. Vyrok ,studenti riz-

nych vysokoskolskych obori vykazuji riznou miru neklinického narcismu* je totéz co vyrok

,mira neklinického narcismu u studentii VS souvisi se studijnim oborem*. Jen jsme rozdil
opét prevypravéli jako souvislost.

Budeme-li se probirat otazkami, které si nejcastéji v ramci malych vyzkumnych pro-
jekti klademe, a vsechny se pokusime prevést do podoby hypotézy o souvislosti, zjistime,
ze velka vétsina testil, které zndme, ma jediny tkol: ovérit existenci souvislosti mezi dvéma
proménnymi; tedy mezi dvéma sloupecky nasi datové tabulky. Ovérme toto tvrzeni na
prikladu nékolika otazek, které si v psychologickém vyzkumu mizeme pokladat. U kazdé
otazky pojmenujme, jakych dvou proménnych se tyka:

a

Dozivaji se inteligentnéjsi lidé vyssiho véku?

(c
(d

(a)

(b) Existuji rozdily v mife empatie mezi muzi a Zenami?
) Jsou blondyny hodnoceny muzi jako atraktivnéj${ nez Zeny s jinou barvou vlasu?
)

Maji pravidelni kufaci marihuany horsi kratkodobou pamét nez nekuraci?
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(e) Lisi se ¢tendrské dovednosti zaku ¢tvrtych t¥{d napii¢ zdkladnimi Skolami Olomouckého kraje?

(f) Odpovidé zastoupeni muzi a Zen mezi VS studenty zastoupeni muzi a zen mezi akademiky?

(g) Je nékterad ze ti{ vybranych psychoterapeutickych technik ke zmirnéni priznaka PTSD Gc¢innéjs
nez jiné?

(h) Vede senzorickd deprivace k nartstu agresivity?

(i) Je primérna vyska dospélého muze 180 cm?5°

Zamérné se v seznamu objevilo i nékolik fekli bychom ,chytaka“, ale ani ty nam
nezabranily identifikovat dvojici proménnych, se kterymi hypotéza pracuje. Vyjimkou je
posledni otazka: ,Je primernd vyska dospelého muze 180 c¢cm?“ Zde zjevné pracujeme
s proménnou vyska. Misto druhé proménné je zde vsak konstanta 180. (Co presné znamena
konstanta, podrobné popisujeme v kapitole 5.1.) Hodnotu 180 jsme neziskali méfenim
nasich pokusnych osob, ale je dana. Pokud bychom ji chtéli vlozit do datové tabulky,
vznikl by novy sloupecek (s ndzvem tieba ocekdvand vyska) a kazdy respondent by v ném
mél uvedenou hodnotu 180. Takhle rozsitovat nasi tabulku by ale bylo veelku neuziteéné —
konstanty obvykle ponechame mimo tabulku a novy sloupecek si jen predstavujeme. Zde
jde skuteéné o jakousi vyjimku — nehovorime tu (navzdory tomu, co bylo feceno diive)
o vztahu proménné a konstanty, ac¢ stale zlstavame vérni tomu, ze pracujeme s dvéma
sloupecky tabulky: proménnou a proménnou nebo proménnou a konstantou.

Pokud prvnim krokem byla identifikace proménnych, kterych se nase hypotéza tyka,
druhym krokem je urceni toho, o jaké typy proménnych se jedna. U kazdé z nich musime
byt schopni rozlisit, jestli jde o alternativni, nominalni, ordinalni nebo metrickou (kvan-
titativni) proménnou, respektive jestli nejde o konstantu (jak na to, viz v kapitole 5.1).
Kdyz se vratime k vyse uvedenym otdzkam, tak napiiklad u bodu a) (vék doziti a inteli-
gence) je metrickd a metrickd proménnd, bod d) zfejmé alternativni (kurdk) a metricka
(vysledek testu paméti), bod ¢) by mohla byt nominélni (barva vlasi) a nejspis ordinalni
(atraktivita). Na zékladé vySe uvedenych otdzek nemuzeme ve vét$iné piipadu rozhod-
nout jednoznac¢né — k tomu bychom pottebovali znat design vyzkumu a postup, jakym
zpusobem byly sledované kvality operacionalizovany (a tedy méfeny). Kdyby napiiklad
v bodé ¢) vyzkumnik méril kvantitativné svétlost vlasi a atraktivitu by hodnotil na za-
kladé poctu muzu, kteri figurantku v modelové situaci oslovi, mohlo by jit o dvé metrické
proménné. Nakonec bychom mohli najit i takové proménné, kde nam ani znalost metody
meéreni neda jednoznacnou odpovéd — treba pocet bodu ziskany v psychologickém testu
jako soucet odpoveédi na polozky vétsina vyzkumnikil povazuje za metrickou proménnou,

existuje vsak rada psychometriki, ktefi argumentuji, zZe jde nanejvys o ordinalni troven.

%Resent: (a) IQ a vék doziti, (b) mira empatie a pohlavi, (c) barva vlasii a atraktivita, (d) kufdk a
vysledek testu paméti, (e) ¢tenaiské dovednosti a skola, (f) pohlavi a akademik/student, (g) technika
1é¢by a zdvaznost priznaku po jejim skonceni, (h) mira/p¥itomnost deprivace a mira agresivity, (i) télesna
vyska a konstanta 180.
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V takovém pripadé by nase rozhodnuti odrazelo teoretické vychodisko, z néjz k problému
pristupujeme.

Dtive nez prejdeme ke tretimu kroku, seznamme se jesté s jednou vlastnosti pro-
ménnych, kterou lze formulovat timto pravidlem: jakakoli proménna vyssi trovné
je zaroven proménnou vsech nizsich trovni nebo na ni muaze byt prevedena.

Jakoukoli proménnou muzeme redukovat v téchto krocich:

METRICKA -> ORDINALNI -> NOMINALNI -> ALTERNATIVNI.

Jak by to vypadalo v praxi? Pfedstavme si tfeba metrickou proménnou vyse platu. U ¢tyt
lidi jsme namérili hodnoty 7000 K¢, 6900 K¢, 38000 K¢ a 0 Ké. Pokud bychom chtéli vy-
tvorit ordinalni proménnou, jednim fesenim by bylo rozdat tcastnikiim vyzkumu poradi.
Ziskali bychom tedy proménnou s hodnotami 3, 2, 4, 1. Jinou cestou by bylo vytvorit
ordinalni kategorie, napriklad ,,5 000 — 15 000“, .,5 000 — 15 000*, ,,30 000 — 50 000,
,0—5000“ Ordinalni proménnou bychom mohli dokonce vytvorit i tak, ze bychom pone-
chali pivodni hodnoty 7000, 6900, 38000, 0, ale prohlasili bychom, zZe se jedna o ordinalni
ukazatel (tedy, ze jsme se vzdali srovnani rozdiltit mezi hodnotami). Kdybychom vytvareli
z puvodni proménné proménnou nominalni drovné, mohli bychom zase rozdélit méteni
do néjakych kategorii (tfeba do stejnych, jako jsme uvedli vyse), ale vzdali bychom se
informace o tom, ze tyto kategorie maji néjaké poradi. Alternativni proménnou bychom
mohli taky vytvorit nékolika zpiisoby: naptiklad ,,ma prijem*, ,ma prijem®, ,ma prijem*,
,nema prijem" nebo tfeba ,podprimérny prijem“, , podprimérny piijem*, ,nadprimeérny
prijem“,  podprimérny prijem®

Zpusobi, jak prevadét proménnou na jiné urovné, bychom nasli nespocet, vzdycky ale
plati dvé véci: prevod funguje pouze smérem doli, nikoli nahoru. A predevsim: prevodem
promeénné na nizsi iroven ztracime cast informace v ni obsazené. Je tedy zjevné,
ze pokud se prevodu na nizsi aroven mizeme vyhnout, vyhneme se mu a taky to, ze pokud
mame na vybér, ddme prednost méfeni na co nejvyssi irovni.

Tretim krokem ve vybéru statistického testu je uziti tabulky 15. Najdeme v ni radek
a sloupec odpovidajici typu prvni a druhé proménné, s nimiz pracujeme, a vybereme test,
ktery lezi v bunce na jejich pruseciku. Tedy dvé nominalni proménné by nas dovedly
k testu nezavislosti chi kvadrat, ordinalni a alternativni k Mannovu-Whitneyovu testu,
dvé metrické k testu Pearsonova korela¢niho koeficientu a tak dal.

Ctvrtym krokem je to, Ze se zamyslime nad tim, jestli jsou splnény vSechny podminky
k provedeni daného testu. Nejcastéji jde o podminku norméalniho rozdéleni metrické pro-
ménné (testy, které jsou touto podminkou svazany, jsou v tabulce oznac¢eny pismenem N).
Pokud zjistime, ze této podmince vyhovét nedokazeme, vyuzijeme nasi znalost transfor-
mace promeénnych, a co nejsetrnéjsim zptisobem snizime troven problematické proménné

o jeden stupen. Tedy nejc¢astéji z metrické proménné udélame ordindlni proménnou (nej-
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Alternativni Nominalni Ordinalni Metricka
chi kvadrat Wilcoxonuv
Konstanta test dobré shody™ chi kvadrat t-test

(zadané Cetnosti)

(uziti binomického
rozdéleni)

test dobré shody™)

jednovybérovy test
(znaménkovy test)

pro jeden vybér®)

chi kvadrat test

chi kvadrat test

Manntv-Whitneytv

t-test pro dva

s . 1 (F) 5
Alternativni n}if?r?;sgssftly(m/ nezavislosti(™ B W[ilssz)nﬁv nezévislé vybéry™NS)
o (F) = : (N)
(faktoridlovy test) / homogenity dvouvybérovy test / Welchity test
Nomindls i leadrdt 50| Kruskaliv-Wallishy | ANOVA®YS) /
/ homogenity® test Welchova ANOVA®)
test Spearmanova test Spearmanova
Ordinalni korela¢niho korela¢niho
koeficientu koeficientu
test Pearsonova
Metricka korela¢niho
koeficientu®™

Tabulka 15: Vybeér testu dle druhu proménnych



spis zvolime tu cestu, ze jednoduse namérené hodnoty prohlasime za ordinalni a nijak je-
jich velikost ménit nebudeme). T-test pro dva nezévislé vybéry a jednofaktorovdi ANOVA
jsou zatizeny dale podminkou shody rozptylu (viz kapitoly 5.4.2 a 5.4.5, v tabulce ozna-
¢eno pismenem S). S touto podminkou se muzeme vypotradat pomoci Welchovych testi;
kdyz ale ani ty nemame k dispozici, udélame totéz, co v predchozim pripadé — snizime
uroven problematické proménné o jeden stupen. Posledni podminka, oznacena pismenem
F, je podminka minimalni oc¢ekavané cetnosti. Ta se tyka testtl ,chi kvadrat® a obvykle
zni , Zddnd ocekdvand cetnost nesmi byt mensi nez pét“ (presné znéni této podminky je ro-
zepsano v kapitole 5.6 u jednotlivych testi). Pokud zde narazime na problém, elegantnim
reSenim je spojeni nékterych drovni jedné ¢ obou proménnych (pokud zbudou jen dveé
trovné, ziskdme alternativni proménnou). Kdyby se naptiklad nase proménné jmenovala
sourozeneckd pozice, mohla by mit irovné jedindcek, nejstarsi sourozenec, prostredni sou-
rozenec, a nejmladsi sourozenec. Pokud by problém zpusobovala kategorie prostiednich,
mohli bychom ji slouc¢it s nejmladsimi do nové kategorie mladsi sourozenec.

Kdyz provedeme pottebnou tipravu, opét se vratime ke tfetimu bodu: podivame se do

tabulky 15 a vybereme test, ktery jsme nasli na priseciku.

Okomentujme jesté to, pro¢ je prvni radek tabulky nadepsan Konstanta nebo zadané
cetnosti, nikoli jen Konstanta. Zadanymi ¢etnostmi se mysli tieba situace, kdy bychom se
tazali, jestli zastoupeni levaku a pravakt v populaci je 10 % a 90 % nebo jestli zastoupeni
riznych dirovni dosazeného vzdélani odpovida poméru, ktery je v populaci. Podobné jako
v pripadé konstanty jde o hodnoty, které nejsou ziskané z nasich dat, ale z néjakého
vnéjsiho zdroje. (Priznejme, ze v tomto pripadé metafora s pridanim jednoho sloupecku
do tabulky ponékud kulha, coz vSak nijak nesnizuje t¢innost vysvétlovaného postupu.)

Posledni, na co je potfeba upozornit, kdyz budeme pouzivat tento postup k vybéru
testu, jsou parové testy. Predstavme si tieba situaci, kdy bychom meérili skore v néja-
kém psychologickém testu pred provedenim a po provedeni urc¢ité intervence. Dle tabulky
15 bychom dosli k testu Pearsonova korelacniho koeficientu, jelikoz pracujeme s dvéma
metrickymi proménnymi. To by vSak byla hruba chyba. Jak bylo v predeslych kapitolach
mockrat zduraznéno, parové testy jsou jen zvlastnim pripadem testi jednovybérovych a ve
skutecnosti nepracuji s dvéma proménnymi (pretest a posttest), ale s jedinou proménnou
rozdil mezi mérenimi (pripadné ji miazeme fikat zlepseni) kterou srovnavame s konstantou
(obvykle 0). Tuto ivahu ilustruje tabulka 16. Kdyz si toto uvédomime, snadno vybereme
parovy test — pokud je proménné rozdil metricka, nase metoda nas dovede k jednovybéro-

vému t-testu, v pripadé nutnosti k jednovybérovému Wilcoxonovu testu. Pokud bychom
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Tabulka 16: Parovy test a jednovybérovy test

) Prvni  Druhé ) Pozorovana Ocekévana
Jméno . o Jméno . v
metfeni méfeni zména zména
Honza 52 32 Honza -20 0
Anna 37 39 Anna 2 0
Lucka 24 12 Lucka -12 0
Petr 26 20 Petr -6 0

mérili na nominalni drovni, parovym testem by byl NcNemartv test, coz je opét presné

totéZ jako znaménkovy test.5

Cely proces vybéru testu lze tedy shrnout to téchto kroki:

1. Identifikujeme dvojici proménnych (respektive proménnou a konstantu / zadané
Cetnosti), kterych se hypotéza tyka. Dame si pozor na piipadny parovy test.

2. Uréime typ obou téchto proménnych.

3. V tabulce 15 vyhleddame ptislusny radek a sloupec.

4. Ovérime, zda je test svazan néjakymi podminkami, které jsou v rozporu s nasimi

daty:
ANO -> transformujeme problematickou proménnou na nizsi stupen a vratime se
k bodu 3.

NE -> provedeme test a interpretujeme vysledky:.

Mnoho lidi povazuje schopnost vybrat vhodny statisticky test za pomyslny vrchol infe-
ren¢ni statistiky, ktery je vyhrazen jen tzkému okruhu specialistti. Jak jsme mohli vidét
v této kapitole, opak je pravdou. K tomu, abychom se uméli rychle a efektivné zorientovat
mezi rozmanitymi metodami, nam staci si zapamatovat jedinou tabulku a sekvenci ¢tyt
krokt.

Jesté jednou zopakujme, ze tento postup nepokryva veskeré druhy hypotéz, které mi-
zeme vymyslet. Tteba hypotézu o tom, ze ve dvou skupindch nabyva korela¢ni koeficient
stejnych hodnot, nebo to, jestli smérodatna odchylka néjaké veli¢iny se rovna néjaké kon-
stanté, timto zpiisobem neovérime. Navrzeny postup funguje vyhradné u hypotéz, které
predpoklddaji, ze mnozstvi / mira / kvalita / typ néceho souvisi s mnozstvim / mirou /
kvalitou / typem néceho jiného. Dobra zprava vsak je, ze co se tyce diplomovych praci
z oblasti psychologie, drtiva vétsina z nich pracuje pouze s timto druhem hypotéz. Drtivou

vétSinou rozuméjme ¢islo, které je vyssi nez, feknéme, néjakych 95 %.

56Schéma opét narusuji nominalni proménné. Pokud by méfeni pred i po bylo na nomindlni drovni,
pouzijeme Bowkeruv test symetrie. Tim jsme vSak jiz opustili béZné pouzivané statistické postupy a
problémy, se kterymi se obvykle ve vyzkumu setkavame.
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5.8.1 Ukéazka pouziti statistickych testt

Ukazme si na konkrétnim prikladu, jak mizeme uvazovat pti vybéru statistického testu
a jak budeme prezentovat jeho vysledek. Pouzijeme k tomu (simulovani) data ziskana
v ramci vyzkumu zaméreného na schopnost ¢ist a psat u déti urcitého véku v souvislosti
s tim, jestli jim rodice ¢itaji knihy. Prohlédnéte si data o 28 détech v tabulce 17. Zacneme
tim, Ze si projdeme jednotlivé proménné a u kazdé rozhodneme, o jakou tiroven méteni se

jedna.

o Pohlavi ditéte je zjevné alternativni proménnou. Textové nalepky muzeme na-
hradit ¢isly, idedlné nulami a jednickami.

e Vzdélani rodice znaci nejvyssi dosazené vzdélani rodice, ktery travil s ditétem
nejvic ¢asu (ve vétsiné pripadi matka). Tato proménnd mé tii urovné, které jsou
logicky sefazené od nejnizsiho po nejvyssi vzdélani. Mohli bychom ji tedy povazovat
za ordinalni proménnou. Jistou vadu na krase predstavuje to, ze tato proménna ma
velmi mélo drovni, takze pri vyuziti poradovych testl narazime na velké mnozstvi
shod v poradi, coz obecné vede ke snizeni statistické sily testii. V tomto textu se
priklonime k varianté tuto proménnou povazovat za nominalni kategorie. Toto
rozhodnuti prameni spise z didaktickych divodi, v praxi bychom snadno obhajili i
pouziti proménné jako ordinalni.

* Rodice ¢tou ditéti je opét alternativné rozdélena proménnd, kterd rika, jestli
alespon jednou tydné rodi¢ ditéti ¢te z knihy. Pokud bychom textové nélepky na-

hradili ¢isly, pak se tradiéné ano kéduje jednickou a ne nulou.

e Skoér cteni a Skér psani jsou vysledky dvou psychometrickych testovych metod,

které ve formé standardnich skéra kvantifikuji, jak dobre dité umi ¢ist (rychlost a

schopnost porozumeéni textu) a jak dobfe umi psat text, ktery mu nékdo diktuje. Cim
vice bodi, tim je dovednost rozvinutéjsi. Skory psychologickych testu se tradi¢né
povazuji za metrické proménné, takze pri pouziti parametrickych testi se budeme
tazat, jestli rozdéleni nahodné veli¢iny pripomina normalni rozdéleni. Uzitecné by
proto bylo si zobrazit histogram pfipadné pouzit néktery z testi normality (napr.
Shapirtav-Wilkiv test, ktery poruseni normality nedetekuje u proménné skor ¢tend,
W=0.944, p=0.139, ale u skéru psani ano, W=0.891, p=0.007). Do nasich tvah
bychom meéli zahrnout taky to, Ze parametrické testy s rostoucim rozsahem sou-
boru snesou jistou miru poruseni normality, a¢ toto je pri 28 pozorovanich jen slaby
argument, ale zejména to, ze podminkou pouziti parametrickych testi je norma-
lita rezidui, nikoli normalita ptivodni proménné. S konceptem rezidui se seznamime
v pokrodilych kurzech statistiky, ted vsak vezméme v tvahu jen to, Ze rezidua ob-

vykle maji k normélnimu rozdéleni bliz nez hodnoty ptvodni proménné. Ze vseho
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Tabulka 17: Data k prikladu vyuziti statistickych test

Pohlavi Vzdélani Rodice Skor  Skér  Znamka
ditéte rodice Ctou ditéti ¢teni psani z CJ
divka  bez maturity ne 52 49 4

chlapec s maturitou ano 54 50 2

chlapec  vysokoskolské ano 51 56 1

chlapec s maturitou ano 41 43 2

chlapec vysokoskolské ano 52 50 2

chlapec  bez maturity ne 54 36 2

chlapec  vysokoskolské ano 59 62 1
divka s maturitou ne 53 48 1
divka  bez maturity ne 33 47 4
divka  bez maturity ne 58 58 2

chlapec vysokoskolské ne 38 43 3
divka  bez maturity ano 51 42 1
divka s maturitou ano 61 66 1

chlapec vysokoskolské ano 59 50 1

chlapec  bez maturity ne 33 44 4

chlapec  bez maturity ano 58 50 1
divka  bez maturity ne 54 62 2

chlapec s maturitou ano 49 63 3

chlapec s maturitou ne 45 39 3

chlapec s maturitou ano 41 51 1
divka  vysokoskolské ne 58 47 1
divka  bez maturity ne 33 39 )

chlapec s maturitou ano 43 46 1

chlapec s maturitou ano 54 46 3

chlapec vysokoskolské ano 95 49 1

chlapec s maturitou ne 39 40 4
divka  vysokoskolské ano 76 82 2

chlapec s maturitou ne 44 42 3

Ke stazeni na dostal.vyzkum-psychologie.cz/soubory /cteni.sta.
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nejlepsi by bylo se s pouzitou diagnostickou metodou seznamit a zjistit, jakého tvaru
ma hruby skor tendenci nabyvat. Dejme tomu, zZe jsme v manualu metody nalezli
informaci o tom, standardni skor obou proménnych je vytvoren tak, aby norméalni
rozdéleni mél.

e« Znamka z ceského jazyka, kterou dité dostalo na vysvédceni, ma pét stupn,
které jsou prirozené setazené. Pokud bychom chtéli proménnou povazovat za met-
rickou, museli bychom ptfedpokladat, Zze mezi kazdymi dvéma stupni je stejny rozdil
— tedy, Zze mezi jednickou a dvojkou je stejny rozdil jako mezi dvojkou a trojkou
atd. A¢ v nékterych vyzkumnych designech bychom tento predpoklad tolerovali,

poctivéjsi je povazovat zndmky za ordinalni proménné.

Vytknéme nékolik hypotéz a ovérme jejich platnost:

H,: Déti, kterym rodice ¢tou knihy, dosahuji vyssiho skére v testu ctenarskych
dovednosti, nez déti, kterym rodice nectou.

Proménnymi, kterych se dana hypotéza tyka, je skore testu ¢tenarskych dovednosti a
to, jestli rodice ctou ditéti. Tato kombinace naznacuje pouziti t-testu pro dva neza-
vislé vybéry pripadné Welchova testu. Kterému z nich dat prednost, zavisi na dalsich
okolnostech: pokud naptiklad z manualu metody vime, Ze skore chlapct i divek ma ten-
denci mit stejny rozptyl, mohli bychom bez obav zvolit klasicky t-test. Obecné je vSak
skupinami je signifikantni, t(24.645)=2.240, oboustranna p-hodnota = 0.034. Pokud bu-
deme chtit byt disledni, prevedeme p-hodnotu na jednostrannou, coz v tomto pripadé
(jelikoz pozorovany efekt vychazi v o¢ekdavaném sméru) bude 0.034/2 = 0.017. Vysledek
doplnime vhodnym ukazatelem miry uc¢inku, Cohenovym d. Do své prace bychom pak
uvedli, zZe jsme nalezli statisticky vyznamny rozdil ve ¢tenarskych dovednostech
déti, kterym rodice ¢itavaji (pramér = 53.600) a téch, kterym necitavaji (pri-
mér = 45.692), t(24.645)=2.240, pjcan. = 0.017. Rozdil je prekvapivé velky — ¢ini
0.855 smérodatné odchylky. Pii interpretaci si pak musime dat pozor, abychom netvr-
dili, Ze jsme potvrdili existenci pri¢inného vztahu — zvoleny design neumoznuje stanovit,

co je pri¢ina a co nésledek, ac¢ se zde smér kauzality sdm nabizi.

H,: Déti, kterym rodice c¢tou knihy, dostavaji na vysvédceni lepsi znamky
z Cceského jazyka, nez déti, kterym rodice nectou.

Jedna se o obdobu predchozi hypotézy s rozdilem, ze misto metrické proménné zde
vystupuji ordinalni skolni znamky. Jde tedy situaci, kde vyuzijeme Manntiv-Whitneytav
U test. Opét by bylo vhodné ¢tenari sdélit hodnoty néjakych ukazateli miry polohy
obou skupin a informaci o mife uc¢inku. Testovou statistiku U, kterd zde vychazi rovna

hodnoté 36, podélime rozsahy obou vybéri a dostaneme ukazatel AUC = % = 0.185,
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nebo po prohozeni skupin 1 — 0.185 = 0.815. Kterou ze dvou statistik AUC pouzit,
zjistime jednoduse tak, zZe se tieba s pomoci vybérovych mediant nebo primérnych poradi
presvédcime o tom, ktera skupina skérovala vyse. Jedna skupina ma tendenci predbihat
druhou v 18.5 % pripadu, druha prvni v 81.5 %. JelikoZ vybérovy medidan déti, kterym
rodice ¢tou, je 1, zatimco u téch zbyvajicich to je 3, je zjevné, Ze ti, co maji tendenci
mit tak casto lepsi znamku, jsou déti z prvni jmenované skupiny. Jelikoz se v nasich
datech vyskytuji shody v poradi, je vhodné pro vypocet p-hodnoty pouzit prislusnou
korekci, a opét nezapomeneme prevést dvoustrannou p-hodnotu na jednostrannou. Dle
nasich vysledkii, u déti, kterym rodice ¢tou knihy, je median znamky z cestiny
1, zatimco u déti, kterym rodice nectou, to je 3, ba co vic, mizeme rict,
ze ndhodné zvolené dité, kterému rodice ¢tou, ma 82% pravdépodobnost, Ze
dostane z ceského jazyka lepsi znamku, nez dité, kterému rodice nectou. Rozdil

mezi skupinami je statisticky vyznamny, U = 36, Z = —2.936, pjcan. = 0.002.

Hj;: Vysledek testu c¢tenarskych dovednosti pozitivné koreluje s vysledkem
testu psani.

Tuto hypotézu bychom ztejmé v nasi praci neuvadéli, jelikoz, pokud oba testy funguji,
neni pochyb o tom, Ze jsou korelované, a¢ nevime, do jaké miry. Z didaktickych divodu ji
zde vSak ponechejme. K prozkoumani zavislosti dvou metrickych proménnych vyuzijeme
Pearsoniiv korelacni koeficient a prislusny statisticky test. Dle nasich vysledka
spolu skéry obou metod vysoce koreluji, r = 0.681, pjca,. < 0.001. VSimnéte si,
ze nepiseme p = 0, ale p < 0.001, jelikoz p-hodnota neni nikdy nulova. Volitelné muzeme
pripojit hodnotu testové statistiky, t(26) = 4.736.

H,: Vysledek testu ctenarskych dovednosti negativné koreluje se znamkou
z Ceského jazyka.

V tomto pripadé je jedna z proménnych ordindlni a jedna metricka, vyuzijeme proto
Spearmanuv korela¢ni koeficient. Nalezli jsme silnou negativni zavislost, r¢ =
—0.581, t(26) = —3.644, p < 0.001, tedy vysoké skére v testu ¢tenarskych do-

vednosti je asociovano s nizkymi (tzn. dobrymi) znidmkami.

H;: Vysledek testu ctenarskych dovednosti souvisi s nejvysSim dosazenym
vzdélanim rodice ditéte.

Zde pracujeme s metrickou proménnou c¢tenarské dovednosti a s nominélni proménnou
vzdélani rodice, coz nas dovede k analyze rozptylu. O analyze rozptylu vime, zZe je ve-
dle podminky normélni rozdéleni svazana podminkou stejného rozptylu mezi skupinami.
Pokud nemame padny divod se domnivat, ze vSechny tii rozptyly jsou stejné, je bezpec-
nejsi pouzit Welchovu adaptaci analyzy rozptylu, ktera touto podminkou neni svazana.
Urcitou informaci miize prinést Levenetiv test, ktery v tomto pripadé signifikantni rozdil

nenachdzi, F(2,25) = 1.273, p = 0.298, coz nicméné neprokazuje, ze jsou rozptyly stejné.
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Obréazek 39: Vysledky testu ¢teni a znamky z ceského jazyka déti dle vzdélani rodict
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Chybové tisecky znaci 95% konfidenéni intervaly. Modré body reprezentuji jednotliva pozorovani.

Primeérné hodnoty ¢tenarskych dovednosti sice odpovidaji nasemu oc¢ekavani,
ze déti vzdélanéjsich rodict budou lépe €Cist (Mpez maturity = 47-333, Mmaturita
= 47.636, M5 = 56.000), ale pozorované rozdily nejsou statisticky vyznamné.
V pripadé statisticky vyznamného rozdilu bychom provedli néktery post-hoc test (v tomto
ptipadé ziejmé Tukeyho HSD) a uvedli p-hodnoty rozdila jednotlivych dvojic. V nasem
pripadé tento krok ale postrada smysl. Co vSak ¢tenar jisté oceni, je graf primeérnych

hodnot jednotlivych skupin véetné konfidencnich intervali, jako je na obrazku 39 vlevo.

Hg: Znamka z ceského jazyka souvisi s nejvyssim dosazenym vzdélanim rodice
ditéte.

Kombinace nomindlni a ordinalni proménné nés dovede ke Kruskallovu-Wallisovu
testu. Signifikantni rozdily ve skolnich znamkach mezi skupinami dle vzdélani
rodi¢e jsme nenalezli, H(2) = 4.215, p = 0.122, a¢ je medidnova znamka ve
skupiné s vysokoskolskym vzdélanim 1, zatimco ve dvou zbyvajicich skupinach
2. Opét obrazek vyda za tisic slov, proto prilozime krabicovy graf zndmek v jednotlivych
skupinach, jako je na obrazku 39 vpravo. Podobné jako v pripadé analyzy rozptylu, po-
kud by efekt byl signifikantni, bylo by na misté provést test mnohonasobného porovnani
a uvést, mezi kterymi dvojicemi skupin je rozdil signifikantni, zde tento krok vsak smysl

nema.

H;: To, zda rodice ditéti ¢tou knihy, souvisi s jejich nejvyssim dosaZenym
vzdélanim.

Tato hypotéza hleda souvislost mezi nomindlni a alternativni proménnou, coz nés do-
vede k pouziti kontingenéni tabulky a testu nezavislosti x2. Testy x? jsou obecné svizané
podminkou minimalnich ocekavanych cetnosti. Vytvorme proto vedle tabulky pozorova-

nych cetnosti, ktera bude zajimat ¢tenate, taky tabulku cetnosti ocekavanych, ktera pro
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Tabulka 18: Pozorované a ocekavané ¢etnosti pro test nezavislosti

~

tou  Nectou | X Ctou Nectou | ¥

Bez maturity | 2 (22%) 7 (78%) | 9 Bez maturity | 4.82 418 | 9
S maturitou | 7 (64%) 4 (36%) | 11 S maturitou 589 511 |11
Vysokoskolské | 6 (75%) 2 (25%) | 8 Vysokoskolské | 4.29  3.71 | 8
Dy 15 13 28 by 15 13 28

Ctendfe zajimava neni, ale ndm poslouzi k ovéreni podminky testu (viz tabulka 18). V ta-
bulce ocekavanych cetnosti mizeme vidét hned ¢tyri ¢etnosti mensi nez 5. Sice se vSechny
pohybuji kolem cisla 4, ale i tak muzeme ocekavat, ze test dobré shody bude mit sni-
zenou statistickou silu. Zkusime-li jej presto vypocitat, zjistime, ze test dobré shody
nenalezl statisticky vyznamnou souvislost mezi vzdélanim rodice a tim, zda
svému ditéti te knihy, \?(2) = 5.481, p = 0.065, ¢ = 0.442. Tradi¢ni poucka ¥{ka,
ze v pripadé nedostatecnych ocekavanych cetnosti mizeme sdruzit nékteré kategorie. Po-
kud vzdélani dichotomizujeme na skupinu bez maturity a skupinu od maturity vyse, dveé
ocekavané Cetnosti ze ¢tyr stale nebudou dostatecné, ale ve ¢tyrpolni tabulce miizeme hy-
potézu testovat Fisherovym faktorialovym testem, ktery nalezne signifikantni vztah,
p = 0.042, a navic by umoznoval hypotézu formulovat jako jednostrannou. Dodejme vsak,
ze tento postup neni zcela korektni — tézko bychom obhajili, pro¢ jsme sloucili zrovna tyto
dvé kategorie a ne treba rodice bez maturity a s maturitou (to by vysledek signifikantni
nebyl, p = 0.221). Hypotéza by méla byt jasné formulovana a otestovana, nikoli ménéna
v zévislosti na vysledcich testii. Nejspravnéjsi feSeni by bylo provést test x? s pomoci
Monte Carlo simulaci, ktery neni svazan podminkou minimalnich ¢etnosti, a smifit se
s tim, ze jsme tentokrat dikazy pro svou hypotézu nenasli, jelikoz se p-hodnota zméni jen
nepatrné na hodnotu 0.062. Nanejvys mizeme vyjadrit nadéji, ze kdybychom pracovali

s vétsim souborem, tak by vysledek signifikantni byl.

Hy: Zastoupeni jednotlivych tirovni vzdélani rodicti odpovida jejich zastoupeni
v daném segmentu populace.

Vedle pozorovanych cetnosti vsech t¥i kategorii vzdélani rodi¢t pro ovéreni této hypo-
tézy potirebujeme znat jejich procentualni zastoupeni v populaci. To zjistime tieba ze stra-
nek Ceského statistického tifadu. Dejme tomu, Ze Getnosti, které bychom oc¢ekavali, jsou
od nejnizstho po nejvyssi vzdélani 39 %, 41 % a 20 %. Na misté je pouziti testu dobré
shody. Dodejme, zZe ovéreni této hypotézy by pravdépodobné v cilech prace uvedeno
nebylo, ale prislusny test bychom mozna provést chtéli, abychom neptehlédli pripadné
nereprezentativni zastoupeni stupnu vzdélani. Ocekavané cetnosti ziskame vynasobenim

oc¢ekavanych relativnich ¢etnosti ¢islem 28. Nejmensi z nich vyjde 5.6, tedy dostatecné vy-

sokd pro asymptoticky test. Cetnosti jednotlivych kategorii vzdélani rodi¢a v na-
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Sem souboru (od nejnizsiho vzdélani 32.1 %, 39.3 %, 28.6 %) se statisticky
vyznamné nelisi od etnosti v populaci (39 %, 41 %, 20 %), x*(2) = 1.386, p =
0.500.

Hy: Rodice ¢tou knihy méné nez jedné tretiné déti.

Tato hypotéza pracuje s alternativni proménnou a zadanymi proporcemi (fzon = 5 a

1
3
frectou = %) Toto nas muze dovést ke dvéma postupiim, jak spocitat p-hodnotu. Vime,
ze pokud by platila nulovad hypotéza, tak ndhodna veli¢ina Rodice ctou ditéti bude mit
rozdélenf Bi(3,28). P-hodnotu bychom tedy mohli stanovit pfimo z binomického
rozdéleni. Spocitali bychom vsechny hodnoty, kterych nabyva pravdépodobnostni funkce
této veli¢iny od p(0), p(1) az po p(28). Pak bychom zjistili, kolika détem v nasem souboru
rodice ¢tou, a nasli tak ¢islo 15. Oboustranna p-hodnota by odpovidala souc¢tu vsech hod-
not pravdépodobnostni funkce, které jsou mensi nebo rovny p(15), tedy hodnoté 1.341 %.
To jsou v nasem piipadé hodnoty p(15) az p(30) a také hodnoty p(0) az p(3). V souctu
0.028. Pokud by slo o pravostrannou hypotézu, scitali bychom hodnoty pravdépodob-
nostni funkce od p(15) doprava, tedy p(15) az p(30) a nalezli p-hodnotu rovnou 0.022.
Nase hypotéza je nicméné levostrannd, takze s¢itdme hodnoty p(0) az p(15) a ziskdme
p-hodnotu 0.992. Mohli bychom proto konstatovat, zZe pro tvrzeni o tom, zZe ro-
dice c¢itaji méné néz tietiné déti, jsme nenasli dikazy, pjcs, = 0.992 (s uzitim
binomického rozdéleni). V nasem souboru rodice ¢tou vice nez poloviné déti
(54 %). Vzhledem k malému rozsahu souboru je uziti pfesného testu s pomoci binomic-
kého rozdéleni nejlepsi feSeni, méné pracné by vSak mohlo byt pouziti asymptotického
testu. Z kapitoly 5.6 vime, Ze binomické rozdéleni lze aproximovat rozdélenim normalnim

s pomoci vztahu Z = % ~ N(0,1) kde Y je pocet déti, kterym rodice ¢tou. Za-
np(1-p)

vér by pochopitelné opét znél, Ze hypotézu neptijimame, 7 = 2.272, pjcq, = 0.988.
Posledni moZnosti by bylo pouZit test dobré shody x?. Srovndvali bychom pozorované cet-
nosti 15 a 13 s o¢ekdvanymi cetnostmi 28 - % a 28 - % Postup by byl stejny jako u predeslé
hypotézy, jen dodejme, Ze bychom se mohli setkat s namitkou, Ze test y? nelze pouzit
k testovani jednostranné hypotézy. Toto je pravda jen ¢astecné, jelikoz oboustrannou p-
hodnotu ziskanou testem x? v nasem p¥ipadé snadno pfevedeme na jednostrannou, kterd
je identickd s p-hodnotou ziskanou s pomoci statistiky Z, tedy spravna. Abychom vsak

predesli pochybnostem c¢tenare, dejme prednost nékterému z dvou predchozich pristupi.

Hiy: V testu ctenarskych dovednosti ziskavaji déti vyssi skére nez v testu psani.
Tato hypotéza, kromé toho, ze ndm pomuze demonstrovat pouziti parovych testi, je
opét dobrou ukazkou zbytecéné otazky. Pokud bychom hypotézu prijali, neznamena to, ze

déti 1épe ¢tou nez pisou, ale jen to, ze v jednom testu ziskali vyssi bodové ohodnoceni

177



nez v druhém. Tento problém presahuje do psychometriky a tyka se takzvaného ipsativ-
niho mereni — tedy srovnavani dvou ruznych ryst v ramci jedince. Ipsativni méfeni je
(témeér) vzdy srovnavani jablek s hruskami a tézko muzeme garantovat, ze 50 bodu z jed-
noho testu znamena presné totéz jako 50 bodi z jiného testu. Pokud i presto z néjakého
divodu chceme platnost této hypotézy overit, musime si uvédomit, ze nejde o hledani
souvislosti mezi dvéma metrickymi proménnymi, ale o porovnéni jejich rozdilu s konstan-
tou 0. Rozdil dvou metrickych proménnych je opét metrickd proménna, kterd v tomto
ptipadé mé rozdéleni pripominajici normalni rozdéleni (Shapirovo-Wilkovo W = 0.980,
p = 0.840). Vhodnym néstrojem je proto parovy t-test. Nase méreni nesvédci ve
prospéch stanovené hypotézy — pramérna hodnota v testu ¢teni (49.929) se
témér rovna pramérné hodnoté testu psani (50.000), rozdil neni statisticky
vyznamny, t(27) = -0.047, p,.s,. = 0.519, d = -0.009. Pivodni oboustrannou p-
hodnotu 0.962 jsme vydélili dvéma a vysledek odecetli od jednicky, jelikoz pozorovany
rozdil vychéazi v opa¢ném sméru, nez jsme ocekavali. T-test je jisté nejvhodnéjsi volbou,
pokud bychom vSak prese vSechno méli pochybnosti o tvaru rozdéleni rozdilovych skért,
muzeme pouzit néktery z neparametrickych testti. Willcoxontiv parovy test nds dovede
nepiekvapivé ke stejnému zaveéru, T = 187, Z = 0.048, Djedn. = 0.519, stejné jako zna-
ménkovy test, at uz pouzijeme jeho asymptotickou formu, Z = 0.000, pjeq,. = 0.500, nebo
vypocet p-hodnoty pfimo z binomického rozdéleni, pjeq,. = 0.649. U znaménkového testu
by bylo uzitetné uvést, ze u 14 déti byl vyssi skér psani a u 13 skor ¢teni (v jednom

ptipadé doslo k rovnosti) a hodnotu medidnu skore testu ¢teni (52) a testu psani (48.5).
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6 Cviceni

6.1 Podlitani se sumou

Ze zakladni a stfedni skoly si pamatujeme fadu matematickych operatort, napriklad +, -

nebo v/ . V matematickych vzorcich viak ¢asto nardzime také na takzvané velké operatory,
ve statistice zejména na operator . Symbol ¥ (sigma) ¢teme v textu ¢i vzorci suma
a znac¢ime jim soucet néjaké skupiny hodnot. Suma se nevyskytuje osameéle, ale byva
doprovazena hned ¢tyfmi tdaji, které tikaji, co a jak vlastné chceme sé¢itat. Témito udaji
jsou jméno indexu, pocitecni hodnota indexu, posledni hodnota indexu a samotny vyraz,

na ktery sumu uplatniujeme. Vyraz obsahujici sumu by mohl vypadat napiiklad takto:

posledni
hodnota
indexu vyraz, na ktery sumu
2 (l + 1) uplatfiujeme
jméno
indexu

pocatecni hodnota indexu

Index nasi sumy se jmenuje ¢, stejné tak bychom jej ale mohli pojmenovat j nebo tieba
©. Hodnota indexu je proménliva. V prvnim kroku méa svou pocéateéni hodnotu (v nasem
pripadé 2), ta se ale v kazdém dalsim kroku o jednicku zvysi, dokud nedosdhne své po-
sledni hodnoty. Vypocet nasi sumy tedy bude probihat ve ¢tyrech krocich a index ¢ bude
postupné nabyvat hodnot 2,3,4,5. V kazdém z téchto ¢tyt krokii se podivame na vyraz
napsany za sumou a kdekoli uvidime symbol indexu (i), tam si predstavime jeho aktudlni
hodnotu. Vyraz za sumou 2(i + 1) tak bude postupné nabyvat hodnot 2(2 + 1), 2(3 + 1),
2(4+1) a2(5+1), tedy ¢isel 6, 8,10, 12. Jelikoz suma je operdtor souctu, vsechny hodnoty

vyrazu secteme a ziskame vysledek 36. Plati tedy:

5 20+1)=22+1)+2B3+1)+24+1)+2(5+1)=6+8+ 10+ 12 = 36.

i=2

To vsak neni vSe. Index nepouzivame jen jako ¢iselnou hodnotu, ale casto i jako identifi-
kator urcitého prvku ze skupiny. Vétsina vypocti, s nimiz se budeme ve statistice setka-
vat, totiz obnasi praci s néjakymi opakovanymi vysledky meéreni. Typicky priklad mize
byt, kdyz n jedincim predlozime néjaky test a od kazdého z nich ziskame vysledek. Po-
kud treba zméfime 1Q u péti lidi (n = 5), muzeme dostat hodnoty 121, 103,97, 116, 109.
Abychom s nimi mohli pracovat, potfebujeme je pojmenovat. Psat do matematickych

vzorcu proni namérend hodnota I1(Q), druhd namérend hodnota I(Q) a tak dal by nebylo
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Tabulka 19: Diplomové prace

pocet napsanych  rychlost psani  planovany rozsah

student stran (stran za den) prdce
X y z
Zuzka 10 5 80
Petr 30 1 60
Jana 70 6 70
Tom 0 10 80
Lenka 60 4 120

prilis praktické. Kazdou z namérenych hodnot proto oznacime pismenem (zvolme treba
x) a opatiime ji poradovym c¢islem, které ji jednoznacné identifikuje. Takze misto cturtd
namerend hodnota 1(Q) napiseme jen x4, coz by v nasem prikladu odpovidalo ¢islu 116.
Kdyz tento napad zkombinujeme s nasi znalosti sumy, snadno porozumime vyrazim
jako je > z;. Opét pouzijeme pravidlo, ze kdekoli ve vyrazu za sumou uvidime jméno

indexu, tam si predstavime jeho aktualni hodnotu:

n

Za:i =21+ 2o+ a3+ x4+ x5 =121 4+ 103 + 97 + 116 + 109 = 546.

i=1
Zapis tedy 1ika secti proni x, druhé x, treti x aZ po n-té x neboli secti hodnoty vsech x do-
hromady. V podobném duchu miizeme vytvorit dalsi vzorce, které pracuji hned s nékolika
skupinami hodnot. V tabulce 19 jsou zaznamy o péti studentech, kteri pisi své diplomové
prace.

Uz zname vzorec, ktery vyjadiuje celkovy pocet stran napsany vsemi studenty do-
hromady: > ; z; = 170. Mtzeme se vsak zeptat, kolik stran musi jesté vsichni studenti
dohromady napsat, aby dosahli planovanych rozsahti svych praci. Pro kazdého zvlast to
spocitame tak, ze od pocCtu planovanych stran (z) odecteme pocet jiz napsanych stran

(). Suma téchto rozdili pro vSechny studenty pak vypada takto:

Z;(Zi — ;) = (21 — 1) + (22 — 22) + (23 — 23) + (24 — 24) + (25 — T5).

Po dosazeni hodnot z tabulky pak
(80 — 10) + (60 — 30) + (70 — 70) + (80 — 0) + (120 — 60) = 240.

Postup si muzeme predstavit také tak, ze k tabulce 19 pridame novy sloupec, do néjz

napiseme vysledky rozdilu z — z, a vSechny jeho hodnoty secteme.

Vzorce se sumou muzeme casto upravovat, a vypocet tak zjednodusit. Jde to naptiklad

tehdy, kdyz se vyraz za sumou néasobi néjakou konstantou, tedy libovolnym cislem, jehoz
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hodnota se neméndi, jelikoz neobsahuje index. Zkusme spocitat, kolik slov jiz studenti

dohromady napsali, kdyz vime, Ze jedna normovana stranka textu obsahuje ¢ slov:

n
> cxi = cxy + cxo + cxs + cxy + cxs.

i=1
Tentyz vztah bychom mohli zapsat i takto:
CZ% = c(x1 + o + 23 + T4 + T5).
i=1

Vysledek je pochopitelné stejny, jelikoz nehraje roli, jestli nejdiiv spocitame, kolik stran
napsali studenti dohromady, a pak ¢islo vynasobime poc¢tem slov na stranku, nebo jestli
u kazdého studenta spocitame nejdriv pocet napsanych slov a vysledky se¢teme az pak.

Obecné miizeme tict, ze
n n
Z Cr; = C Z Z;.
i=1 i=1

Pro nézornost uvedme jesté nékolik vztahti, které ¢tenar snadno pochopi i bez blizsiho

komentéare.
Z%:%xz @ity = w+ Y d(witc)=nc+)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
> oap =i+ a3+ a2l + 2] + i (Zwi)2—(a:1+x2+x3+x4+x5)2
i=1 =1
Aby se celd véc jesté trochu zkomplikovala, suma miuze byt pouzita i v ramci jiné sumy.
V praxi se s takovou situaci setkdme tieba tehdy, kdyz potfebujeme sé¢itat pres radky
i sloupce né¢jaké tabulky. Mzeme pak pouzit tfeba index ¢ pro oznaceni radki a index j
pro sloupce a jednotlivé hodnoty x identifikovat jejich dvojici.

Tabulka 20 zobrazuje cetnosti odpovédi na otazku ,,S kym jste travili posledniho Sil-
vestra?“, kdyz jsme se zeptali nasich pratel a pribuznych, rozdélenych do skupin podle
studijniho zarazeni.

Kazdy sloupec zvlast miizeme secist podle nam znamého vzorce >°7_; x;. Za x dosadime
hodnoty z daného sloupce. (Pocet fadki jsme oznacdili pismenem 7 misto puvodniho n.) My
vsak potfebujeme secist soucty vsech sloupcti. Musime tedy spocitat sumu sum. Vzorec
bude vypadat takto:

s v
PP
j=1i=1
V prvni sumé jsme misto pismene n pouzili s oznacujici pocet sloupct. Index nadrazené

sumy se jmenuje 7, jelikoz index ¢ je jiz obsazen pro sc¢itani uvniti jednotlivych sloupct.
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Tabulka 20: Odpovédi na otazku ,,.S kym jste travili Silvestra?“ dle druhu studia/préce

‘ S partou pratel Jen s partnerem S rodi¢i O samoté

A 6 0 12 1
SS 15 1 3 0
VS 17 6 2 3
Nestudenti 7 9 0 5

Kazda proménna x je pak identifikovana dvéma ¢isly: prvni z nich tradiéné vyjadiuje,
o ktery se jedna tadek, a druhé urcuje sloupec. Tedy naptiklad xs; (dva jedna, nikoli
dvacet jedna) je hodnota x z druhého Fadku prvniho sloupce (tedy 15). Vyse uvedeny

vzorec muzeme rozepsat jako

S ' T T T T
DD wp = Tty Tty Tigt Y T,
i=1 i=1 i=1 i=1

j=1i=1

coz odpovida souctu sum ze vSech sloupct.

Priklad 1:

Vy¢islete nize uvedené vyrazy.

0 LNE 0 LYEaR 9 XY

[a) 19, b) 21%, c) 33, d) V168, e) 5, ) 6, g) 9]
Postup: Uvedme, jak by mohl vypadat postup feseni tlohy e).

ZZ ;iiij:;<§;lj+i2j+i3j> =

i=1 j=1 i=1 j=1

;(ijmijmig) ( J+2(1+2) +3(1+2+3)) =

Jj= Jj=1 j=1

—_

1 25
=—-(1+6+18)=— =5
5(+ +18) )
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Priklad 2:
Laboratorni krysa byla desetkrat po sobé vpusténa do bludisté, aby hledala potravu.

Experimentator méril, kolik vtetin ji tento tikol zabral. Ziskal tyto casy:

20 33 20 23 16 21 16 13 10 8

Jaka byla primérna doba hledani potravy, pokud je vzorec pro vypocet aritmetického
praméru %2?21 x;? Déale spocitejte, o kolik sekund se v priuméru mezi kazdymi dvéma
pokusy ¢as zménil bez ohledu na znaménko dle vzorce ﬁ S — miga.

[18, 6]

Priklad 3:
Meéjme pét usporadanych dvojic hodnot (z,y):

—_
e}

Lol Ot
ot

N
W=| Co

Spocitejte hodnoty nasledujicich vyrazi.

n n

o 0 RS (So-n)

n n

doxi-y do(wi—1) - (yi+1)

i=1 =1

50, 150, 196, 109, 118]

Priklad 4:

Pro datovou tabulku 19 napiste vzorec, ktery udava

(a) celkovy pocet dnu, které jiz vSichni studenti dohromady vénovali svym diplomovym
pracim, pokud sloupec rychlost psani udava primérny pocet napsanych stran za
den;

(b) pocet dnu, které kazdy student v prumeéru jesté musi vénovat své diplomové praci,

aby dosahl planované délky.

Vypocitejte hodnoty obou vzorcii.

[sn oL iy 2 58.67, 13.4]

=1y’ n
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Priklad 5:
Pro hodnoty (z1, xa, ..., x,) = (6,4,2,5,1,3) vycislete tento vyraz:
n 2

1—62

2_
iz n 1 (—0.6]

Priklad 6:
Pro hodnoty 98,95,103, 107,102, 94, 103, 95,99, 105, 98, 101 oznacené pismenem x spocCi-

tejte vybérovy rozptyl podle vzorce

[17.45]

Postup: Na uvedeném prikladu mizeme demonstrovat nékolik triki, jak si ulehcit praci.

Ve vzorci se vyskytuje operator suma dvakrat. Mizeme si ale vSimnout, Zze vyraz % xj

7=1
se nijak neméni pri riznych hodnotach indexu 7. Jeho hodnotu tedy mtzeme vycislit a
dale s nim pracovat jako s konstantou, kterou oznacime tieba . Pro nase konkrétni data

bude mit hodnotu 100.
Dalsim uzitecnym krokem je vypocet pomoci tabulky. Budeme postupovat tak, ze

kazdy krok vypoctu zapiseme do jednoho sloupce tabulky. Tedy v prvnim sloupecku budou

hodnoty z;, v druhém z; — 7 a v dalsim (x; — 7).

I 98 -2 4
2 9 -9 25
3 103 3 9
4 107 7 49
5 102 2 4
6 94 -6 36
7 103 3 9
8 95 -9 25
9 99 -1 1
10 105 5 25
11 98 -2 4
12 101 1 1
>, 1200 192

KdyZ secteme hodnoty posledniho sloupecku, ziskame hodnotu vyrazu 37, (z; — 7)?,

kterou staci vydélit hodnotou n — 1. Dojdeme ke zlomku 11912, coz je rovno vysledku 17.45.
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Priklad 7:
Podle uvedeného vzorce vypocitejte hodnotu odhadu korela¢niho koeficientu mezi poctem
vyskyti agresivniho chovani mezi tfiletymi détmi (znac¢ime x) a poctem fyzickych tresti,

které déti dostaly za posledni mésic (y). Pozorovali jsme tyto hodnoty:

DO =
| =
W[ =
=N
Q| Ot
SN Ne))
IEN SN
QO H~

Hodnota korelacniho koeficientu se rovna hodnoté vyrazu

N Tilfi — Doy Ti Diq Yi
\/n i1 9512 - (Z?zl 331)2\/77/ >y yi2 - (Z?:l yz)

5

[0.75]

Priklad 8&:
Celkem 180 dobrovolniki bylo dotazovano, jakou znacku ze ¢tyf moznosti (A, B, C, D)

nealkoholickych napoju preferuji. Poté jim byl promitnut film obsahujici skryté reklamni
prvky. Po zhlédnuti filmu dostal kazdy dobrovolnik poukézku na libovolny nealkoholicky
napoj a bylo sledovano, pro ktery se rozhodl. Nasledujici tabulka obsahuje poc¢ty jedinct

(n;;) rozdélenych dle jejich uvadéné preference (fadky) a skutecného rozhodnuti (sloupce).

A B C D
Al22 21 10 21
B|29 17 3 6
cis5 7 9 1
D, 9 9 4 7

Vypocitejte testovou statistiku Bowkerova testu symetrie dle vzorce

kde k oznacuje pocet kategorii (v nasem pripadé 4) a n;; jsou hodnoty v jednotlivych
bunkéch.
[11.75]
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Priklad 9:

Pro n > 1 zjednoduste nésledujici vyrazy tak, aby neobsahovaly operator suma.

o im1(n —1) 2 & o
) —_— 3+ — n+i+n
izzl Z?:Olz nzzzl( )

[3n(n+1), 1, (n+2)?

Priklad 10:

Meéjme ¢tvercovou matici (tabulku ¢isel) o k fadcich a k sloupcich, kde & > 2. Napiste

predpis, jehoz vysledkem je soucet hodnot vsech bunék na obvodu tabulky.

napitklad S5, (niy + g + oy + ngi) — (11 + npy + nag + i)
nebo Zle(nz‘l + nik) + Z;:zl (n1i + ki) |
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6.2 Prace s pravdépodobnosti, vyuziti kombinatorickych

pravidel

PT1i nejriiznéjsich statistickych operacich ¢asto potirebujeme vycislit, kolik rtiznych dil¢ich
skupin prvki mizeme vybrat z jiné velké skupiny, kolik riznych poradi mohou prvky mit
nebo tieba kolika riznymi zptsoby mizeme dojit k urc¢itému vysledku. Obor matematiky,
ktery dokaze zodpovédét tyto otazky, se nazyva kombinatorika. V tomto cviceni osvétlime
nekolik zakladnich kombinatorickych postupt a vyuzijeme je pii vypoctu pravdépodob-
nosti ndhodnych jevi. Ve vétsiné pripadi budeme vychézet z klasické definice pravdépo-
dobnosti (viz kapitola 2.2.1) a vyuzijeme i znalost vlastnosti nezavislych ndhodnych jevi
(kapitola 2.2).

6.2.1 Kombinatorické pravidlo soucinu a souctu

Kombinatorické pravidlo soucinu popisuje, kolik rtiznych uspordadanych k-tic (dvojic,
trojic, pétic. ..) lze vytvorit z £ mnozin prvki. Tato véta se mize zdat ponékud nesrozu-
mitelnd; jeji smysl ndm osvétli struény priklad. Jdete na obéd do menzy a chcete si dat
minutku. Na vybér méte tyto moznosti: dribezi jdtra, veprové raznici, rybi filé, zeleninové
medailonky a kureci smeés Paradis, celkové pét jidel. K tomu si mtzete vybrat z téchto ¢tyt
priloh: ryze, brambory, hranolky nebo bramborova kase. 1 bez znalosti kombinatorického
pravidla souc¢inu snadno zjistime, ze celkovy pocet moznosti, co poobédvat, je 20 rtznych
jidel (5 minutek kréat 4 prilohy), protoze si kazdé jidlo mizeme dat s kazdou ptilohou.

Zpét k puvodni definici. Chceme tedy vytvorit usporadané k-tice (v nasem pripadé
dvojice hlavni jidlo + ptiloha). Prvni ¢len lze vybrat ny (u nds péti) zpusoby, druhy clen
ns (¢tyfmi) zptsoby az obecné k-ty ¢len bychom mohli vybrat ny zptsoby. Celkovy pocet
téchto k-tic je proto roven

Ny-MNo ... N

Kombinatorické pravidlo souctu popisuje vztah, ktery je ve srovnani s predchozim
pravidlem trivialni. Mame-li £ disjunktnich mnozin a chceme z nich vybrat jediny prvek,
pak pocet moznosti, které mame, je roven souctu poc¢tu prvkia v jednotlivych mnozinach,

tedy
ny+ne + ...+ ng.

Pokud jsme se zklamali v minutkach a vybirdme mezi hlavnimi jidly, kterych je 6, a z na-
bidky teplého bufetu, kterd ¢ita 3 pokrmy, co by se daly povazovat za obéd, pak si muzeme
vybrat z 9 zptusobi, jak uspokojit zaludek.
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6.2.2 Permutace

Znédme-li kombinatorické pravidlo souc¢inu, dokazeme odvodit odpovéd na otazku, kolik
riznych usporadani muze zaujimat k prvkid. V matematické literature se témto riiznym
poradim tikd permutace. Nejsnédze je ¢tenari priblizime pomoci prikladu.

Predstavme si, ze do vlakového kupé, které ma 8 mist, nastupuje 8 lidi. V kolika
riznych usporddanich mohou v kupé sedét? Prvni, kdo do kupé vstoupi, mé zjevné 8
moznosti, kam se posadit. Druhy jiz jen 7, jelikoZ jedno misto je obsazené. Kdyz ptijde treti
pasazér, méa uz jen 6 mist a tak dal az po osmého cestujiciho, ktery ma k dispozici jediné
misto, a vybirat si tak nemuze. Jde o pripad vytvareni usporadané k-tice, o kterém jsme jiz
hovortili v odstavci o kombinatorickém pravidlu souc¢inu. Mezi jednotlivé poc¢ty moznosti
tedy dame znaménko krat a dojdeme k vysledku, ze pocet riznych usporadani nasich
pasazéru je uctyhodnych 8-7-6-5-4-3-2-1 = 40320. Abychom zapis zjednodusili, budeme pro
vypocet poctu permutaci pouzivat operator s nazvem faktorial, ktery zapisujeme pomoci

vykfi¢niku (v nasem pripadé 8!). Plati tedy
K=k -(k—1)-(k—2)-...-3-2-1.

Jak je z prikladu patrné, faktoridl pomérné nizkého ¢isla, jako je 8, vychazi v raddu de-
setitisici. U vyssich ¢isel tento operator vede casto k hodnotam, které neumi zobrazit
kalkulacka ani stolni pocitac¢. Miize byt proto uziteéné znét jeden trik prfi pocitani s fak-
toridly. Ve vétsiné tloh, na které narazime, se faktorial vyskytuje nad i pod zlomkovou

62!

carou. Vysledek néjakého prikladu by naptiklad mohl znit ¢5. Ani pii nejlepsi vili vsak
nedokazeme spocitat hodnotu citatele ¢i jmenovatele. Dimyslnym rozepsanim faktorialu

v Citateli ale mizeme prevést zlomek do jiného tvaru a obé hodnoty zkratit:

62! 62-61-60!

601 = 501 = 62-61 = 3782.

Dodejme jesté, ze vyraz 0! je roven cislu 1.

6.2.3 Kombinace

vvvvvv

Predstavme si napriklad tlohy, kdy mame z n prvka vybrat k prvka a ptame se, kolik
riznych k-tic mizeme vytvorit, kdyz nezédlezi na usporadani prvkt uvnitt této k-tice.
V matematickych textech by se tyto k-tice oznacovaly nazvem kombinace. Jednalo by se
tfeba o situaci, kdy hrajeme poker. V balicku je 52 karet (n = 52) a kazdy hrac¢ dostane 5
z nich (k = 5). Kolik rtiznych pétic karet mizeme obdrzet? Uvédomme si, ze zde nezalezi
na poradi — pokud mame vsechna ¢tyfi esa a pikovou sedmicku, je to presné totéz, jako

kdyz mame pikovou sedmicku a vSechna esa. Je to tedy jedna a tataz kombinace.
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nadhodné setadime a rozdélime je na dvé hromadky — prvnich 5 na jednu a zbyvajicich 47
na druhou. Celkovy pocet riznych potradi téchto 52 karet je 52! (pouzijeme nasi znalost
permutaci). Nékterd z téchto usporadani jsou ale z naseho pohledu stejna. Ty permutace,
které se lisi jen poradim uvniti prvni hromdadky, predstavuji stejny vysledek (jelikoz je
jedno, v jakém poradi karty do ruky dostaneme — ve hre to nic nezméni). Jednd se vzdy
o 5! stejnych kombinaci v rdmci celkového poctu 52! rtiznych usporadani. Celkovy pocet
permutaci 52! proto musime ¢islem 5! vydélit. Uvazujme ale dél: poradi druhé hromadky
taky nijak neovliviiuje kombinaci karet, které mame v ruce. Nasich 52! riznych poradi
tedy mizeme rozdélit i na skupiny po 47! riznych usporadanich, ktera vsak nemaji zadny
vliv na to, jakych pét karet mame v ruce. Celkovy pocet poradi proto vydélime nejen

52!
547!

hodnotou 5!, ale i ¢islem 47!. Celkové tedy muzeme v pokeru dostat riznych pétic

karet, coz je rovno vyrazu w = 2598 960.

Obecné bychom tekli, Ze muzeme vybrat ﬁlk/’)'

riznych neusporadanych k-tic z mno-
ziny n ruznych prvki. Jelikoz se v matematice s timto problémem setkdvame velmi ¢asto,

zapisujeme tento vztah jako kombinacéni ¢islo:

n n!
(k:) Tk — k)

Vyraz (Z) ¢teme ,,n nad k“

Kromé permutaci a kombinaci v kombinatorice rozliSujeme jesté variace a ve vSech
trech pripadech mluvime o moznostech s opakovanim a bez opakovani. V tomto kurzu
tyto pojmy definovat nebudeme. Pokud student pochopil zpiisob, jakym jsme odvodili
kombinaci pomoci permutaci, snadno prijde na zptsob, jakym lze spocitat libovolnou

dalsi dlohu.?”

Priklad 11:

Hnédooky muz si vezme modrookou divku. Predpoklddejme, ze je 50% pravdépodobnost,
ze jejich dité bude mit modré oci, a 50% pravdépodobnost, ze dité bude hol¢icka. Jak4 je

pravdépodobnost, ze jejich dité bude modrooka divka, pokud jsou oba jevy nezavislé?

5TV¥jimkou je snad jen kombinace s opakovinim, kterd vyzaduje ne zcela intuitivni myslenkovy trik.
Zajemce o tento poznatek nicméné muzeme odkazat na internetové zdroje. Existuje mnoho kvalitnich,
zdarma, pristupnych internetovych portald, které jsou v c¢estiné a vysvétluji kompletné kombinatoricka
pravidla.
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Priklad 12:

Vime, ze 40 % maila, které ndm chodi, jsou od $éfa a obsahuji néjaky tikol. Déle ze 20 %
mailti, které nam prichazeji do schranky, pochazi od druhého séfa a opét vzdy znamenaji
néjakou praci navic. A nakonec v 30 % maila, které chodi do nasi schranky, po nés chce
nekdo jiny, obvykle spolupracovnici, pomoc se svymi tkoly. Kromé toho nam do schranky

chodi uz jen spam.

Prisel mail. Jaka je pravdépodobnost, Ze v ném po nas chce nékdo néjakou praci?

190 %]

Priklad 13:

Vezmete-li sviij mobil a zcela nahodile napisete 9 libovolnych ¢islic mezi 0 a 9 (s tim, ze
se Cislice mohou opakovat a pravdépodobnost vybrani libovolné z nich je vzdy 1—10), jaka

je pravdépodobnost, ze vytocite telefonni ¢islo autora téchto skript,

(a) mé-li jediné telefonni ¢éislo?
(b) ma-li t¥i rizna telefonni ¢éisla?

1 — 10-9. 3 _2.10-9
Tooo000006 — 10”3 Toooooooo0 — O * LU ]

Priklad 14:

Prizkum zjistil, Ze v uréitém regionu CR mé 15 % zéki devatych t¥id zkusenost s tvrdymi
drogami. Jaka je pravdépodobnost, ze z dvaceti nahodné vybranych devataka z tohoto
regionu tuto zkusenost alespon jeden ma?

[1—(1-0.15)% ~ 96 %]

Napovéda: Ukol se stane mnohem snazsim, kdyz spoc¢itdme pravdépodobnost opacného

jevu a odecteme ji od jednicky.

Priklad 15:

Vime, Ze na kazdém terminu zkousky z TéZkého predmeétu uspéje 50 % zapsanych student.
Zbyvajici si zapisuji druhy a poté treti termin. Ze studentii, ktefi nebyli ispésni ani na
tretim terminu, jich 30 % studium vzda a zbyvajici si predmét zapiSou znovu. Ze student,
kter{ predmét opakuji, na kazdém terminu zkousky uspéje 60 %. Pokud studenti neuspé&ji
ani napotreti, je jejich studium ukonceno.

Kolik procent studentt ukondci studium kvuli TézZkému predmétu?

[4.31 %]
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Postup: K feseni tohoto prikladu staci spravné rozlisit, kde pouzijeme kombinatorické
pravidlo souctu a kde souc¢inu. Kdekoli v nasich ivahéch narazime na logické a, tam mlu-
vime o souc¢inu, a kdekoli narazime na nebo, tam pouzijeme soucet. Aby student neuspél,
musi neuspét na prvni zkousce (0.5) a neuspét na druhé zkousce (0.5) a neuspét na tieti
zkousce (0.5) a pak zvolit jednu z téchto moznosti: ukoncit studium (0.3), nebo pokracovat
(0.7) a neuspét na ¢tvrté zkousce (0.4) a neuspét na paté zkousce (0.4) a neuspét na Sesté

zkousce (0.4). Prepsano jako matematicky vyraz:

0.5-0.5-0.5-(0.34+0.7-0.4-0.4-04).

Priklad 16:

Pét kamaradt, Lucka, Zuzka, Petr, Honza a Michal, jde do kina. Zuzka, kterda méla na
starosti nakup vstupenek, koupila pét listka vedle sebe do jedné rady a kazdému z pratel

jeden dala, aniz by se divala, komu dala ktery. Zasedaci poradek tedy urc¢ila nahoda.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze pratelé budou sedét v potradi, v jakém jsme je vyjme-
novali, tedy Lucka, Zuzka, Petr, Honza, Michal?

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze chlapci a divky se budou v zasedacim potadku presné
stridat, tedy chlapec, divka, chlapec, divka, chlapec?

(c) Jaka je pravdépodobnost, ze Lucka bude sedét vedle Petra?

(d) Ukézalo se, ze dvé z koupenych mist jsou dvousedacka. Jaka je pravdépodobnost,
ze na této dvousedacce budou spolu sedét Lucka a Petr?

(e) Jaka je pravdépodobnost, ze Petr bude sedét vedle nékteré z divek?

[ﬁo;ﬁ;g;ﬁ;ﬁ]
Postup: V tloze a) mizeme rozeznat zakladni problém stanoveni poc¢tu vsech moznych
poradi. Pokud vime, zZe rtiznych poradi, jak usporadat n riznych prvki, je n!, pak jednomu
konkrétnimu poradi muzeme prisoudit pravdépodobnost 1/n!. Vyuzili jsme k tomu definici
klasické pravdépodobnosti.

Priklad b) Ize Tesit nasledujici ivahou. Vime, ze existuje n! riznych usporadani. Jeli-
koz v8ak nerozliSujeme, ktery chlapec je ktery (respektive ktera divka, je kterd) musime
tento pocet vydélit poctem usporadani, kterd mohou Petr, Honza a Michal zaujimat na
svych trech sedackach, a taky poctem usporadani, ktera mohou zaujimat Lucka a Zuzka
na svych dvou. Hodnotu 5! bychom tedy vydélili hodnotami 3! (za chlapce) a 2! (za divky).

5l

Vypoditame 25 = 10, tedy kombinaéni &islo (g) co# je podet viech moznych neuspoiada-

nych dvojic, které mohou sedét na mistech 2 a 4, respektive pocet neusporadanych trojic,
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které mohou sedét na mistech 1, 3, 5. Pouze jedind dvojice vsak odpovida zadani — ta,

co je tvorena divkami, respektive jedind trojice tvorena pouze chlapci. Vysledkem je tedy

pravdépodobnost 1/ 2% = %?' =0.1.

Pocet usporadani, ktera vyhovuji nasi podmince stridani chlapct a divek, muzeme
stanovit 1 jinym zpusobem. Prestavme si, ze na prvni sedadlo si mize sednout jeden ze 3
chlapcti, na druhé jedna ze 2 divek, na treti jeden ze 2 zbyvajicich chlapcu (jeden uz totiz
sedi na prvnim sedadle), na ¢tvrté 1 (zbyvajici) divka a na paté 1 chlapec. Dohromady
3:2-2-1-1 =12, tedy 12 usporadani splnuje zadani. VSech usporadani je 5! = 120
a vSechna jsou stejné pravdépodobna. Z definice klasické pravdépodobnosti tedy opét

dojdeme k hodnoté 2 = 0.1.

V situaci ¢) patrame po poctu usporadani, kterd spliuji podminku, ze Petr a Lucka
sedi vedle sebe. Problém si citelné usnadnime, kdyz si predstavime Petra a Lucku jako
jediny prvek ¢tyfprvkové mnoziny. Ctyii prvky maji 4! riiznych usporddani, nesmime vak
zapomenout, Ze nas ,dvouprvek® Petr a Lucka ma sdm o sobé dvé usporadani (Petr a
Lucka, Lucka a Petr). Tedy ruznych usporadani je 4!2!. Abychom ziskali pravdépodob-
nost, vydélime tento pocet celkovym poctem usporadani, kterych je 5!. Vysledkem je tedy

42t _ 2 _
2 =2 -4,

Tentyz tkol bychom mohli fesit i jinou cestou. Rozdélime situaci na dvé moznosti:

Petr vylosoval listek na kraji (to se stane s pravdépodobnosti %) a Petr vylosoval listek

mimo okraj (pravdépodobnost %) V prvnim pripadé méa Lucka pravdépodobnost i, ze
zisk& misto vedle Petra (jelikoz uz zbyvaji jen 4 mista, z nichz losuje). V druhém piipadé

1

mé pravdépodobnost 3, Ze bude sedét vedle néj (jelikoz ze zbyvajicich 4 mist jsou dveé

vedle Petra). Pomoci kombinatorickych pravidel souctu a soucinu pak ziskame vysledek

2. 1,3 1 _2
57117527 5

Ukol d) si opét mizeme predstavit dvéma zpusoby. Jednak muzeme Fict, Ze pravdépo-
dobnost, ze prvni z dvojice Petr a Lucie (a je nam jedno ktery) si vylosuje dvousedacku,

jsou % Ten druhy ma pak pravdépodobnost téhoz i, jelikoz zbyvaji jiz jen 4 mista a pouze

jedno z nich je na dvousedacce. Vysledek je tedy % . i = %0.
Druha cesta je predstavit si, ze jde opét o kombinace. Hledame pocet neusporadanych

dvojic z péti prvka (k = 2, n = 5). Na dvousedacce tedy muze sedét (Z) = ﬁlk), = 2%, =
10 riaznych dvojic, z ¢ehoz jedind je nase dvojice Petr a Lucka (v libovolném poradi). Jeji
pravdépodobnost by tedy byla %0' Taky si muzeme vSimnout toho, ze tlohy d) a b) jsou

totozné, ac¢ to neni vidét na prvni pohled.
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Posledni dlohu e) vyfesime ziejmé nejefektivnéji opét iivahou. Znovu situaci rozdélime
na dvé moznosti: Petr vylosoval listek na kraji (pravdépodobnost %) a Petr vylosoval
listek mimo okraj (pravdépodobnost %) Pokud Petr sedi na kraji, ma jednoho souseda
a je zde 50% pravdépodobnost, ze jim bude néjaké divka (protoze ve hie jsou jiz jen
dvé divky a dva chlapci). Nakonec potiebujeme dopocitat, jaka je pravdépodobnost, ze
za predpokladu, ze Petr vylosoval misto mimo okraj, vedle néj sedi alespon jedna divka.
Ztejmé nejsnadnéjsi zpiisob vypoctu je pres opacny jev; tedy ze od jednicky odecteme
pravdépodobnost, ze vedle Petra nesedi ani jedna divka (tedy tam sedi Honza a Michal).

S vyuzitim kombinaéniho &isla (3) je hodnota rovna 1 — 1/545;. Odpovéd na nasi otdzku

jetedy 2-3+32-(1—¢)=0.7.

Priklad 17:

Ze sedmi pacientil jsme nahodné vybrali tti, ktefi dostali 1€k, a Ctyti, kteri dostali placebo.
Po néjaké dobé jsme pacienty seradili podle toho, k jak vyraznému zlepseni u nich doslo.
Jaka je pravdépodobnost, Ze nejvyssi zlepseni nastalo u téch pacienti, kteri dostali 1ék, za
predpokladu, ze ve skutecnosti tento pripravek nefunguje a jeho ucinek je nulovy, stejné
jako ucinek placeba?

& = ]

7 T35

Priklad 18:
Méjme hraci kostku, na které mohou padnout hodnoty (), (9, (9, €3, &, ). Urcete pravde-

podobnosti nasledujicich jevii:

(a) hodime pétkrat kostkou, z ¢ehoz pti prvnich tfech pokusech padne B a pii dalsich
dvou néjaka jina hodnota, pokud vime, ze (3 pada s pravdépodobnosti %.
(b) hodime pétkrat kostkou, z ¢ehoz celkové trikrat padne &3 a celkové dvakrat néjaka
jind hodnota, pokud vime, Ze 3§ pada s pravdépodobnosti %.
(c¢) hodime n-krat kostkou, z ¢ehoz celkové k-krat padne 63 a (n — k)-krat néjaka jina
hodnota, pokud vime, ze £8 padd s pravdépodobnosti p.
(25 ~ 032 %; (5) 25 ~3.22 % (1)p*(1 - p)" ]

7776 7776

Poznamka: Bod c¢) neni ni¢im jinym nez odvozenim pravdépodobnostni funkce bino-

mického rozdéleni, kterému se blize vénujeme v kapitole 2.6.2.
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Priklad 19:

U zévérecnych zkousek si student losuje po dvou otazkach z kazdého ze 4 seznamt otazek.
Tyto seznamy jsou nestejné dlouhé — skladaji se z 32, 36, 34 a 30 otazek. Jelikoz studentovi
dochazi pri pripravach cas, u kazdého seznamu vynecha posledni dvé otazky. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se mu tato strategie nevymsti a zadnou z preskocenych otézek si
nevylosuje?

[2 =60 %]

Postup: Zacnéme s jedinym seznamem otazek, ostatni prozatim ponechejme stranou.

Reknéme, Ze tento seznam obecné &ta n otdzek, a my vydislujeme pravdépodobnost, ze
student si nevytdhne ani jednu ze 2 konkrétnich otazek. Vybira-li prvni, mize zvolit n
riznych otazek, z ¢ehoz je pro néj n — 2 priznivych. Pokud uspél, tahd druhou otazku
z n— 1 zbyvajicich a z toho (n—1) —2 (tedy n—3) je pro néj ptiznivych. Pravdépodobnost
uspéchu je proto "7_2 . Z—:i’ Stejny postup pouzijeme u vSech 4 seznamii s tim, ze n bude
postupné nabyvat hodnot 32, 36, 34, 30. Jednotlivé vysledky spolu dle kombinatorického

pravidla souc¢inu vynasobime. Kdyz vSech osm vzniklych zlomki prepiseme jako jediny

zlomek, mizeme citatel zapsat jako soucin ¢isel 27-28-...-34 a jmenovatel 29-30-...-36.
Vétsina hodnot se zkrati a my dojdeme k vysledku % = %

Priklad 20:
Ve tiidé o 16 détech jsou dvé sikanované déti a tri Sikanujici déti. Kvuli aktivité v ramci
preventivniho programu proti Sikané jste si s kolegou rozdélili t¥idu na dvé skupiny po

osmi détech. Déleni probéhlo nahodné. Vycislete pravdépodobnosti téchto jevii:

(a) ve vasi skupiné nebude zadné sikanujici dité.
(b) ve vasi skupiné budou obé sikanované déti.

(¢) vSechny Sikanujici i Sikanované déti budou v jedné skupiné.

1.7.1
[E7%7@]

6.3 Prace s Ciselnymi charakteristikami nahodnych
velicin

V tomto cviceni se nebudeme zabyvat tim, jak vypocitat ur¢itou ¢iselnou charakteristiku
(rozptyl, stfedni hodnotu) z predpisu distribuéni funkce ndhodné velic¢iny. S timto pro-

blémem se ostatné ani v nasi praxi ziejmé nebudeme prilis ¢asto setkavat. Dovednost,
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kterou vsak vyuzijeme, a proto ji vénujeme toto cviceni, je vypocet ciselnych charakte-
ristik ndhodnych veli¢in, které vznikly jako soucty, rozdily ¢i néjaké transformace jinych
nam znamych nadhodnych velic¢in.

Vyznam c¢iselnych charakteristik ndhodnych velic¢in vysvétlujeme v kapitole 2.5, kde
uvadime i vztahy, které vyuzijeme v tomto cvi¢eni. Pro prehlednost zopakujme nékteré

vzorce, které budeme pouzivat.
E(a+bX)=a+0E(X) E(@X+b)=aEX)+bEY) E(a)=a
VAR (a + bX) = b* VAR(X) VAR(a) =0
COV(a+cX,b+dY)=c¢dCOV(X,Y) COV(X,X)=VAR(X)
VAR(X +Y) = VAR(X)+ VAR(Y) +2COV(X,Y)
VAR(aX + bY) = a* VAR(X) + b> VAR(Y) + 2ab COV(X,Y)

_ COV(X,Y)
CORX.Y) \/VAR(X)/VAR(Y)

COV (aX +bY,cU 4+ dV) = COV (aX, cU) + COV (aX,dV)
+ COV(bY, cU) + COV(bY, dV).

Pokud jsou nahodné veliciny X a Y nezéavislé, plati i nize uvedené.
E(X+Y)=EX)+E(Y) E(XY)=EX)E(Y)
VAR(X +Y) = VAR(X) + VAR(Y)

V nékterych pripadech nemusi byt ctenari zcela ziejmé, jak s vyse uvedenymi vztahy
déle pracovat. Vezméme situaci, kdy mame vypocitat hodnotu vyrazu VAR(2X — 3Y).

Vypocet provedeme podle vyse uvedenych pravidel nasledovné:

VAR (2X —3Y) = VAR(2X) + VAR(—-3Y) + 2COV(2X,-3Y) =
=22 . VAR(X) + (=3)*- VAR(Y) +2-2-(-3)-COV(X,Y) =
=4VAR(X)+9VAR(Y) —12COV(X,Y)
V pripadé vice clenu nasledovné:
VAR(2X —3Y —4Z) = 4VAR(X) + 9VAR(Y) + 16 VAR(Z)
—12COV(X,Y)—-16COV (X, Z) +24COV (Y, Z).
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Priklad 21:

Néahodna velicina X ma stfedni hodnotu 15 a rozptyl 8. Vypocitejte stfedni hodnotu a
rozptyl ndhodnych veli¢cin Y, Z, U, V, pokud vime, ze plati:

X X —15

Y=X-15, Z=2, U=10X+85, V= .10 + 50.
2 V8

800,
100]

[E(Y) =0, VAR(Y) = 8, E(Z) = 7.5, VAR(Z) = 2, E(U) = 235, VAR(U)
E(V) = 50, VAR(V)

Priklad 22:
Néahodné veliciny X a Y jsou nezavislé. Jaka je stfedni hodnota, rozptyl a smérodatné
odchylka nahodné veli¢iny 7, kdyz vime, ze

E(X)=5  VAR(X)=6, E(Y)=25  VAR(Y) =115,

C3X 42y
===

Z + 7.

[E(Z) = 20, VAR(Z) = 4]

Postup:
E<3X+2Y+7> _B3B()+2B(Y) 35422
5 5 5
VAR (3)(;2}/ +7> = VAR <§X> + VAR <§Y> —
= 295VAR(X)+;5VAR(Y) = 295-6+245-11.5: 962‘;115 .y
Pfiklad 23:

Nahodné veliciny X a Y jsou nezavislé. Jaka je stfedni hodnota, rozptyl a smérodatna
odchylka ndhodné veli¢iny Z, kdyz vime, Ze
(X+Y)—(EX)+E®Y))

Z = .15 + 100.
VVAR(X) + VAR(Y)

[E(Z) = 100, VAR(Z) = 225, \/VAR(Z) = 15|
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Priklad 24:

Kovariance ndhodnych veli¢cin X a Y je rovna 12. Vypocitejte, cemu se rovnaji nasledujici

vyrazy:
1
COV(2X,3Y), COV(§X7 2Y),

COV(10X +15,Y —300), COV(2X +3,2Y + 3).
[72, 12, 120, 48]

Priklad 25:

Vypocitejte hodnoty nize uvedenych vyrazi, pokud zname variancni matici V' nahodnych
velicin X, Y, Z.

16 -3 6
V=1-3 25 1
6 1 4

VAR(X +Y) VAR(X —Y) VAR.(4Y + 27 — 14)
VAR(X +Y + Z) VAR/(25X — 16Y + 100Z — 160)

Poznamka: Variancni (nékdy téz kovariancéni) matici se oznacuje ¢tvercova tabulka
hodnot, kde na tihlopficce jsou rozptyly jednotlivych ndhodnych veli¢in (v nasem piipadé
napiiklad VAR (X) = 16, VAR(Y') = 25) a mimo diagondlu jsou kovariance jednotlivych
dvojic ndhodnych veli¢in (tedy napriklad COV(X,Y) = COV(Y, X) = —3).

(35, 47, 432, 53, 85 600]

Priklad 26:

Pro veliciny X, Y a Z z prikladu 25 vytvorte korela¢ni matici.

Poznamka: Korelaéni matice je ¢tvercova tabulka hodnot, kterda obsahuje korelac¢ni
koeficienty ndhodnych veli¢in. Na uhlopricce jsou vzdy jednicky (jelikoz vzdy plati, ze
COR(X, X) = 1) a mimodiagonélni prvky jsou rovny korelacnim koeficientim jednot-
livych dvojic ndhodnych veli¢in. Korelaéni matice je symetricka podle své diagonaly a

obsahuje hodnoty z intervalu [—1, 1].

1 —0.15 0.75
—0.15 1 0,1
0.75 0.1 1
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Priklad 27:

Vypocitejte kovariance ndhodnych veli¢in odvozenych z veli¢in X, Y a Z z prikladu 25.

COV(X +Y,X + 2) COV(2X +3Y, X 4 57)

1 1 2 1
COV(gX + §Y + §Z + 3’ 6X —6Y + 127 — 180)

20, 98, 36]

Priklad 28:

Vypocitejte stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny a X + bY + ¢Z + d, kdyz vime,
ze sttedni hodnoty veli¢in XY, Z jsou rovny e, f, g, rozptyly h,i,j a COV(X,Y) = k,
COV(X,Z) =1, COV(Y, Z) = m. Hodnoty jednotlivych konstant i ¢iselnych charakte-
ristik ndhodnych veli¢in jsou v nésledujici tabulce. (Tabulka obsahuje celkem 7 raznych

prikladi, na kazdém radku jeden.)

a b c d e f g h 1 ] k [ m
a) 2 3 0O 5|13 2 0 1 4 0 2 0 O
b) % % 0 -3 /10 12 0 6 3 0 % 0 O
C) 5 -10 20 -8 6 1 1 4 2 1 -2 -1 0
§ 3 4 6 K|k LoE[L A L]k b
e) % % % -10 120 10 308 40 10| 10 -20 5
f) 2 -4 -1 -51-5 -2 -1 8 4 2 -4 -1 -2
g) 5 1 2 2|2 8 L% 16 5|1 5 1

[a) 7a64,b)6a2 c)32a700,d)0ald e)10a3,f)14ald, g) 6a4d.)

Priklad 29:

Méjme nadhodné veli¢iny T, F; a E;. Nahodna veli¢ina 7' ma rozptyl roven hodnoté o# a
ndhodné veli¢iny F; a E; maji shodné rozptyly rovné hodnoté 7. VSechny tfi ndhodné
velic¢iny jsou nezavislé. Vypocitejte hodnotu korela¢niho koeficientu COR(T' + E;, T'+ E})
a COR*(T + E;,T).
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Postup:

WV (T + E;, T + E;
COR(T+ BT+ — VI ETHE)
VVAR(T + E,) - VAR(T + E))

COV(T,T)+ COV(T,E;) + COV(E;,T) + COV(E;, E;)
J/(VAR(T) + VAR(E,) + 2COV(T, E)) - (VAR(T) + VAR(E,) + 2COV(T, E;))

VAR(T)4+0+0+0
/(VAR(T) + VAR(E;) +2 - 0) - (VAR(T) + VAR(E}) + 2 - 0)

2 2 2
or or o or

02 +0%)- (03 +0%) [0k +ob)? OF+0E

Poznamka: Vyraz COR?*(T + E;,T) se fesi analogicky, jen s rozdilem umocnéni celého
vyrazu na druhou. Se skutecnym vyznamem prikladu se sezndmime v psychometrice, kde

zjistime, ze jde o dikaz faktu, Ze reliabilita méreni lze vyjadrit jako podil rozptyla.

2
[v obou p¥ipadech je vysledek — L]
ortog
Priklad 30:
M¢jme nahodné veliciny Xy, Xo, ..., X,. Tyto ndhodné veli¢iny jsou nezavislé a maji

identické distribu¢ni funkce. Ozna¢me jejich stiedni hodnoty pismenem g a rozptyly o2.

Spocitejte stfedni hodnoty a rozptyly nasledujicich nahodnych veli¢in:

A=3"X, B:EZ&,
i=1 ni
C==5(X;— p), D=— .
;( 1) V@; -

Priklad 31:

Méjme nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y a Z. VSechny tii maji nulové stfedni hodnoty a
rozptyly rovny 1. Vytvorte dvé nahodné veliciny U = aX +bZ a V = aY + bZ, které
maji sttedni hodnotu 0 a rozptyl 1 a jejichz korelacéni koeficient se rovna libovolné zvolené
hodnoté p € [0, 1].

U= T=pX + /pZ, V = JT=pY + /pZ]
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6.4 Distribucéni funkce a pravdépodobnostni funkce
diskrétni nahodné veliciny

Pomoci diskrétnich nahodnych veli¢in mtizeme popsat radu jevi, se kterymi se setkavame
v dennim zivoté i ve vyzkumné praxi. V tomto cviceni se nauc¢ime rozeznavat ndhodné
veli¢iny, které se ridi binomickym a Poissonovym rozdélenim. Pro tspésné zvladnuti za-
danych priklad si proto osvézte znalosti o distribuéni funkei z kapitoly 2.4 a diskrétnich
ndhodnych veli¢inach, které popisujeme v kapitole 2.6. Pokud rozezname rozdéleni prav-
dépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny a pozname hodnoty jeho parametr, muzeme
spocitat pravdépodobnost, s jakou se tato ndhodna veli¢ina mize realizovat v libovolné

hodnoté. Vyuzijeme k tomu pravdépodobnostni funkeci:

POC= 1) = () = (L oH0 -+ oo X ~ Bilo)

DL

= e pro X ~ Po()),

P(X = k) = px (k)

kde e je Eulerovo ¢islo ptiblizné rovné hodnoté 2.72.

Kdyz se napriklad budeme tazat, jaka je pravdépodobnost, zZe z péti hodl nestrannou
minci ndm padne presné tikrat panna, rozezndme binomické rozdéleni Bi(5, 1) (jednd se
totiz o soucet péti identickych ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim). Dosazenim

do pravdépodobnostni funkce ziskame hodnotu:

|
5) 0.5%-(1-05)*= o

11 5
3 31208 4 16

POC=3) = xt3) - (

Pokud by otazka znéla, jaka je pravdépodobnost, ze z péti pokust padne panna nejvyse
t¥ikrat, pak bychom pravdépodobnost mohli vyé&islit jako px (0) + px (1) + px(2) + px (3).
Vypocetné snazsi by vsak bylo vyuzit opacného jevu a vypocitat pravdépodobnost ze vzta-
hu 1—(px(4)+px(5)). Tento princip budeme hojné vyuzivat. Pokud by otdzka znéla, jaka
je pravdépodobnost, ze z péti pokust padne panna nejvyse tiikrat, pak bychom pravde-
podobnost mohli vy¢islit jako px(0) + px (1) + px(2) + px(3). Vypocetné snazsi by vsak
bylo vyuzit opa¢ného jevu a vypocitat pravdépodobnost ze vztahu 1 — (px(4) + px(5)).
Tento princip budeme hojné vyuzivat.

P11 vypoctu mizeme vyuzit kalkulacku (coz je v pripadé Poissonova rozdéleni a Casto
i binomického rozdéleni nezbytné). Praci si muzeme usnadnit prostfednictvim programu
Excel. Vyuzijeme funkci =BINOM.DIST(k;n;p;0), kterd odpovidd hodnoté P(X = k),
nebo =BINOM.DIST(k; n; p; 1), kterd poskytuje hodnotu kumulativni distribu¢ni funkce,
tedy P(X < k). Analogicky funguji prikazy =POISSON.DIST(k; A; 0) a =POISSON.DIST
(k; A5 1).
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Priklad 32:
Jaké rozdéleni pravdépodobnosti ma ndhodna veli¢ina, kterd popisuje, kolik synti se narodi
rodi¢im, kteri budou mit 7 déti?

[Bi(7, 3)]

Priklad 33:
Jaké rozdéleni pravdépodobnosti ma nahodna velicina, kterd popisuje, kolik hvézd za

minutu uvidime ,padat® za jasné srpnové noci, pokud ma byt kazdou hodinu k vidéni

v pruméru 80 meteorit?

[Po(3)]

Priklad 34:

Pro nahodné jevy z priklada 32 a 33 spocitejte pravdépodobnosti nasledujicich jevi:

(a) Rodictim se narodi presné jeden syn.

(b) Rodi¢tim se narodi vice nez jeden syn.

(¢) V konkrétni minuté uvidime presné dva meteority.
)

(d) V konkrétni minuté uvidime alespon dva meteority.

[5.47 %; 93.75 %; 23.43 %; 38.49 %)

Priklad 35:

Zapoctovy test obsahuje 10 otédzek. V kazdé studenti vybiraji jednu spravnou moznost
ze Ctyr. K udéleni zapoctu je potfeba mit alespon 7 odpovédi spravné. Jaka je pravdeé-
podobnost, Ze v testu uspéje student, ktery prijde zcela nepripraven a své odpovédi bude

vybirat ndhodné?

[0.35 %]

Priklad 36:

V druhé poloviné devadeséatych let dostdvalo priblizné 5.5 % narozenych divek jméno
Tereza. Jaka je pravdépodobnost, ze o 20 let pozdéji ze 46 divek nastupujicich do prvniho
rocniku studia psychologie jich bude mit toto jméno nejméné 7, pokud predpoklddame,
ze jméno nijak nesouvisi s vybérem studijniho oboru ani s Sanci na prijeti u pfijimacich
zkousek?

[1.23 %]
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Priklad 37:
Statisticky test selhavd v 5 % pripadu. Pokud jsme provedli 100 nezéavislych testi, jaka

je pravdépodobnost, ze alespon ve trech pripadech dojde k selhani?

[ptiblizné 88 %)

Priklad 38:
Méjme ndhodnou veli¢inu X ~ Bi(6,0.5).

(a) Najdéte nejvyssi hodnotu z; € Z, pro kterou plati P(X < z) < 0.10.
(b) Najdéte nejmensi hodnotu z5 € Z, pro kterou plati P(X > z5) < 0.15.
(c¢) Najdéte nejuzsi interval [xy, 25|, kde x1, 29 € Z, pro ktery plati

P(X <21 UX > 15) < 0.25.

[a) 0; b) 5; c) [2,4]]

Napovéda: Zacnéte tim, ze spocitate hodnoty pravdépodobnostni funkce pro vsechna k

od 0 do 6.

Priklad 39:

Reknéme, Ze pii slab$im desti spadne na plochu o velikosti 1 m? (10000 cm?) kazdou
sekundu v prameéru 200 destovych kapek. Predpokladejme, ze jejich pocet se 1idi Poisso-

novym rozdélenim. Jaka je pravdépodobnost nasledujicich jeva?

(a) Na dlafi nAm béhem 1 sekundy nespadne ani jedna kapka. Reknéme, 7e plocha dlané
je 150 cm?.

(b) Na dlan ndm béhem 3 sekund nespadne ani jedna kapka.

(c¢) Na dlan ndam béhem 3 sekund spadne nejméné 5 kapek.

(d) Na ukazovacek ndm béhem 1 sekundy nespadne ani jedna kapka. Reknéme, Ze plocha
ukazovacku je 10 cm?.

(e) Na ukazovdcek ndm béhem minuty spadne presné 10 kapek.
[2) 4.979 %; b) 0.0123 %; c) 94.504 %; d) 81.873 %; e) 10.484 %]

ReSeni: Tento pifklad pouZijeme k demonstraci vyznamu parametru A v Poissonové
rozdéleni. Vyjdeme z toho, Zze vime, ze A odpovida stfedni hodnoté, tedy primérnému
poctu sledovanych udalosti za jednotku casu/prostoru/néc¢eho jiného. Nékdy neni na prvni

pohled zjevné, co pfesné je touto jednotkou. V bodé a) by to byla 1 sekunda pfi plose
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150 em?, jelikoz pro tuto dobu a plochu mame spoéitat pravdépodobnost. Tedy A by
se rovnala primérnému poctu destovych kapek, které spadnou za sekundu na plochu
150 em?. KdyZ oprasime znalosti trojélenky (10 000 : 200 odpovida 150 : ), zjistime, Ze
A = 3. Otéazka zni, s jakou pravdépodobnosti se bude dand nahodna veli¢ina realizovat
s hodnotou 0. K tomu pouzijeme pravdépodobnostni funkci p(0) = 0.05. Pravdépodobnost
je tedy 5 %.

Analogicky vytesime bod b). Jiz vime, Ze na plochu 150 ¢m? dopadnou v priméru
kazdou sekundu 3 kapky, z ¢ehoz snadno vyvodime, ze kazdé 3 sekundy na ni dopadne
tiikrat vic kapek, tedy A = 9. Po dosazeni do pravdépodobnostni funkce p(0) = 0.0123 %.

Pro bod ¢) se A neméni. Ptame se na pravdépodobnost, Ze kapek bude 5 nebo 6 nebo 7
nebo 8 atd. Odpoved na otazku se rovnd p(5)+p(6)+p(7)+- - - az k nekone¢nu. Vypocetné

snazsi nicméné bude spocitat pravdépodobnost opacného jevu (kapek bude méné nez 5)
a odelist ji od jednicky: 1 — (p(O) +p(1) + p(2) + p(3) +p(4)).

Stejné postupujeme v bodech d) a e), kde A odpovida hodnotam 0.2 a 12 a do prav-

dépodobnostni funkce dosazujeme hodnoty 0 a 10.

Priklad 40:

Chystate vzdélavaci internetovy portal. Ocekavate, ze pri jeho provozu server bude muset
vyridit v pruméru 900 pozadavku za minutu (pozadavkem se mysli zejména zobrazeni
webové stranky uzivatelem). Zpracovat jeden pozadavek zabere serveru v prumeéru 1 sekun-
du. Vas poskytovatel hostingu (tedy prondjmu webového serveru) v ramci vaseho tarifu
klade omezeni na pocet pozadavki, které server muze zpracovavat soucasné. Toto ome-
zeni je maximalné 30 soubéznych operaci, a pokud je presazeno, zobrazi se uzivateli misto
webové stranky chybové hlaseni ,,Error 503

Bude nam nabizeny tarif stacit, aby ani ve Spicce nedochazelo k této chybé ve vice nez

1 % nacteni stranek? Jakd nejmensi hodnota tohoto omezeni by nam jesté vyhovovala?

[podminky poskytovatele hostingu ndm vyhovuji, nejmensi hodnota, ktera spliiuje nasi

podminku, je 25 soubéznych operaci]

Postup: Priklad je moderni adaptaci klasického problému telefonni tstfedny. ReSenf
najdeme v nékolika krocich. Prvnim je si uvédomit, s jakou nahodou veli¢inou pracujeme.
Jelikoz vime, ze server zpracovava kazdy pozadavek jednu sekundu, definujeme ndhodou
veli¢inu X jako pocet pozZadavki, které server obdrzi za sekundu.

Druhym krokem je zjistit, z jaké rodiny pochazi rozdéleni této nahodné veliciny.
Snadno odhalime Poissonovo rozdéleni — existuje obrovské mnozstvi uzivatell internetu,

ale u kazdého z nich je nepatrnd pravdépodobnost, ze se v konkrétni sekundé pokusi
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zobrazit nase webové stranky. Hodnotu parametru A snadno zjistime: o¢ekavame 900 po-
zadavki za minutu, coz je v pruméru 15 pozadavku kazdou sekundu (A = 15).

Poslednim krokem je najit nejvétsi hodnotu z, pro kterou plati Fix(x) < 1—0.01 (tedy
aby tato hodnota nebyla prekrocena nejméné v 99 % pripadu, respektive aby byla piekro-
¢ena maximalné v 1 % pripadt). Vypiseme-li si (naptiklad v programu MS Excel) hodnoty
distribuéni funkce ndhodné veli¢iny s rozdélenim Po(15), zjistime, ze pro Fx(24) = 0.989
a pro Fx(25) = 0.994. Vime tedy, ze kdyby limit byl roven 24 paralelnim operacim, chyba
bude nastavat v 1.1 % pripadi, a pokud 25, snizi se vyskyt chyby na 0.6 %, coZ je pro
nas jiz. akceptovatelné. Pokud je limit 30 soubéznych operaci, s chybou se setkame jen
v 0.02 % pripadi.

Priklad 41:

Ovérujeme hypotézu o tom, ze manzel a manzelka se sobé po letech souziti vzajemné
podobaji. Utastnik vyzkumu dostane 10 fotografii manzelt a 10 fotografii manzelek a
jeho tkolem je rozdélit fotografie do dvojic tak, jak k sobé pary ve skutecnosti patii.
V pripadé, ze hypotéza neni pravdiva, a tcastnik vyzkumu tak bude jen hadat, pro jaky
nejmensi pocet spravné vytvorenych dvojic « plati P(X > z) < 0.057 X je ndhodna
veli¢ina kvantifikujici pocet spravné vytvorenych dvojic.

[plati to jiz pro 3 shody; pravdépodobnost P(X > 3) ~ 1.9 %]

Poznamka: Ponékud prekvapivé se rozdéleni takto vzniklé nahodné veli¢iny napadné
podobéd rozdéleni Po(1). Cim vyssi je n (celkovy podet paril), tim je tato podobnost
presnéjsi. Jiz pro n > 5 je rozdil v tadu tisicin. Prekvapivé je také to, ze A je vzdy 1 bez
ohledu na n, tedy primérny pocet spravnych dvojic by byl vzdy stejny bez ohledu na to,

jestli pritazujeme fotky deseti, sta nebo tfeba tisice part. Pro vypocet presné pravdépo-

dobnosti by bylo mozné vyuzit vatah P(X = k) = 4 Z?;é“ (*jl_)j.

6.5 Distribucni funkce a hustota pravdépodobnosti
spojité nahodné veliciny

Paté cviceni je vyvrcholenim prvniho tematického bloku téchto skript. Student si zde
osvoji zaklady prace se spojitymi nahodnymi velicinami — dovednost, kterda mu bude
vlastni pfi testovani statistickych hypotéz, konstrukci konfidenénich intervali a dalsich
uvahach.

Vyjma rovnomérného rozdéleni, s nimz lze pracovat intuitivné, pravdépodobnost nebo
hodnotu kvantilu dalsich rozdéleni spojitych ndhodnych veli¢in vypocitat nedokazeme.

Narazime tim na pomérné zajimavy problém — divodem, pro¢ tento vypocet nedokazeme
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provést, neni to, ze bychom neméli pottebné znalosti, ale to, Ze tyto hodnoty analyticky vy-
pocitat nelze. Pomoci vypocetnich technologii vSak miizeme ziskat jejich libovolné presné
aproximace. K jejich vyc¢isleni proto pouzivame pocita¢ nebo statistické tabulky.

Pouziti tabulek dnes jiz neni bézné a ve vétsiné pripadi doporucujeme sdhnout po
vhodném pocitacovém programu. Pro acely vypocti v ruce (napiiklad na zkousce) umi-
stujeme na konec téchto skript tabulky hodnot distribu¢ni funkce a kvantilu normovaného
normalniho rozdéleni. Tabulka 21 obsahuje hodnoty distribu¢ni funkce pro hodnoty ar-
gumentu mezi —3.49 a 0. Na fadcich tabulky jsou hodnoty argumentu s presnosti na
desetiny, ve sloupcich jsou pak jednotlivé setiny. Chceme-li tedy najit funkéni hodnotu
Fx(—1.23), budeme hledat v fadku —1.2__ asloupci . 3, a najdeme tak hodnotu 0.1093.

Tradicné se tabeluji pouze hodnoty jedné poloosy, v nasem pripadé zaporné. Toto
reseni se voli z diivodu symetrie normalniho rozdéleni, a jejich kladné protéjsky 1ze tedy
snadno odvodit. Reknéme napiiklad, Ze by nds zajimala funkéni hodnota v bodé 1.58,
tedy Fx(1.58) = P(X < 1.58). Diky symetrii vime, ze plati rovnost P(X < 1.58) =
1 —P(X <—-1.58) =1-0.0571 = 0.9429.

Na podobném principu funguje i tabulka 22, ktera zobrazuje hodnoty kvantilu normo-
vaného norméalniho rozdéleni. V jednom sloupci je vzdy hodnota o a v druhém prislusny
a-kvantil. Opét z divodu symetrie jsou tabelovany pouze hodnoty mezi 0 a 0.50. Kdy-
bychom se naptiklad tazali, pro jakou hodnotu z plati P(X < x) = 0.9 (hleddme tedy
kvantil xgg0), vyhledali bychom v tabulce kvantil xg 19 (jelikoz 1 — 0.9 = 0.1) a pouzili
bychom jeho opac¢nou hodnotu: 1.2816. Vyuzivame zde vztahu —®, = &,_,,.

V praxi se obvykle nesetkdme s normovanym normalnim rozdélenim, ale s nékterym
jinym ¢lenem rodiny normaéalnich rozdéleni. Abychom mohli pouzit tabulky a obecné nase
znalosti o normovaném normalnim rozdéleni, musime byt schopni tuto nahodnou veli¢inu
transformovat. Predstavme si napriklad, ze zkouméame fyziologickou reakci jedince pii na-
rocnych kognitivnich tlohdch. Mizeme se tfeba tazat, s jakou pravdépodobnosti presahne
srdecni frekvence jedince hodnotu 140 tderti za minutu pti administraci testu verbalni flu-
ence. Ze zkusenosti vime, ze srdecni frekvence v pritbéhu této zkousky je ndhodna velic¢ina
s rozdélenim N (100, 20?).

V tabulkach tuto ndhodnou veli¢inu nenajdeme, musime proto provést jeji transfor-
maci na normované normalni rozdéleni pomoci vztahu Z = %, kde X je nase puvodni
nahodn4 veli¢ina s rozdélenim N (u, 0?) a Z je ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim N (0, 1). Pii-
pomenme vlastnost norméalniho rozdéleni — linearni transformace méni pouze hodnoty jeho

parametri, ale samotny tvar kiivky ponechava beze zmény. Nase otdzka zni P(X > 140),
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vyraz vsak muzeme upravovat nasledujicim zptisobem:

X —p 140 — X —100 140 — 100
P(X>140):P( aES “):P( > )

20 20
= P(Z>2)=P(Z < —2) = Fy(—2) = 0.0228.

o g

V poslednim kroku jsme opét vyuzili symetrii rozdéleni a znalost P(Z > 2) = P(Z <
—2). Zjistili jsme, zZe srdecni frekvence pfi administraci testu verbalni fluence ptresahuje

hodnotu 140 tdert za minutu v priblizné 2.28 % pripadu. Analogicky vyfesime fadu
dalsich prikladi.

Priklad 42:

//////

je pravdépodobnost, ze budu na tramvaj ¢ekat déle nez 9 minut, pokud prijdu na zastavku
v ndhodny c¢as? Jaké rozdéleni pravdépodobnosti méa ndhodnéa veli¢ina délka cekdni v mi-
nutdch?

(3, Ro(0,12)]

Priklad 43:
Néhodné velicina X mé normované normalni rozdéleni. Jaka je pravdépodobnost nésle-

dujicich jevi?

(a)
(b) X > 1.5
()
(d) X se reahzuje mimo interval [—1.96, 1, 96]
(e) X se realizuje v intervalu [—1, 2]

(f) X se realizuje mimo interval [—2.5, —2] a zdroven mimo interval [2,2.5]

[a) 0.0668; b) 0.0668; ¢) 0.9777; d) 0.05 ; e) 0.8186; f) 0.9669)]

Priklad 44:

Pro jaké hodnoty z plati nasledujici vyroky, pokud ma ndhodna velicina X normované

normalni rozdéleni?

(a) P(X <x)=05
(b) P(X <z)=0.025
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(¢) P(X >z)=0.025
(d) P(X ¢ [—z,z]) =0.10
(e) P(X € [—z,2]) =0.40

[a) 0; b) —1.9600: ¢) 1.9600: d) 1.6449 ; e) 0.5244]

Priklad 45:

Vysledky laboratorniho krevniho testu pritomnosti markeru urcité choroby maji u zdravé-
ho ¢lovéka norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou 4.4 mmol/l a smérodatnou odchylkou
0.2 mmol/l. Od 5 mmol/l povazujeme nélez za pozitivni a doporucujeme testovanému je-

dinci dalsi vysetteni. Jaka je pravdépodobnost, ze u zdravého jedince bude nalez pozitivni?

[0.135 %]

Priklad 46:

Hmotnost muzského mozku je v priméru 1 350 g se smérodatnou odchylkou 95 g. Za
predpokladu, zZe tato nahodna veli¢ina ma normalni rozdéleni, priblizné u kolika procent

muzli by mél mit mozek mensi hmotnost nez 1 100 g?

[0.425 %]

Priklad 47:

Pro nahodné veli¢iny z tabulky nize vycislete pravdépodobnosti ptislusnych jevi:

nahodnd veli¢ina  jev

a) A~ N(10,4) A<6

b) B~ N(50 100) B <65

¢) C~ N(—4,1) C> -5

d) D~ N(500,1002) D > 550

e) E~ N(100,15%) E ¢ (70,130)
f) F ~ N(90,302) F ¢ (60,100)
g) G~ N(9,2.5%) € (8,8.5)
h) H ~ N(-1,16) € (0,1)

[a) 2.28 %, b) 93.32 %, c) 84.13 %, d) 30.85 %, e) 4.55 %,
f) 52.81 %, g) 7.62 %, h) 9.28 %]
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Priklad 48:

EvzZen o sobé k4, Ze je chytiejsi nez 99 % jeho vrstevniki. Jaké by musel mit 1Q), aby to
byla pravda, pokud IQ povaZujeme za ndhodnou veli¢inu s rozdélenim N (100, 15%)?

[pfiblizné 135 bodu]

Postup: V tomto ptikladu hleddme odpovéd na opacnou otazku nez v predchozich tlo-
hach, budeme tedy pracovat s kvantilem norméalniho rozdéleni. Ptame se, pro jaké x plati
P(X < z) = 0.99, tedy kterou hodnotu prekracuje pouze 1 % realizaci ndhodné veli-
¢iny. Toto by nebyl problém odecist ze statistickych tabulek, pokud by nahodné velic¢ina
1) méla normované normalni rozdéleni: ®yg99 = —Pg o = 2.3263. Jelikoz se vSak jednd

0 obecné normalni rozdéleni, musime tuto hodnotu transformovat.
P(Z < 2.3263) = 0.99
P(Z- -0+ p<23263 -0+ u) =0.99
P(Z 154100 < 2.3263 - 15 + 100) =
P(X < 134.8952) = 0.99

Pri transformaci jsme vlastné aplikovali pozpatku vztah Z = %, tedy X =2 -0+ p.
Nalezeny kvantil tedy jednoduse vynasobime smérodatnou odchylkou a pricteme stredni

hodnotu. Pokud Evzen tikal pravdu, je vyse jeho 1Q priblizné 135.

Priklad 49:

Pro kazdou nadhodnou veli¢inu z tabulky najdéte hodnotu konstanty a, b, c... tak, aby

pro ni platila uvedenda rovnost.

nahodna veli¢ina rovnost
a) A~ N(1,4) PA<a)=15%
b) B~ N(30,10%) P(B<b)=7%
c) C~ N(9,2.5%) P(C>c)=25%
d) D ~ N(500,100?) P(D>d)=9 %
e) E~ N(—6,9) P(E<e)=1%
f) F~N(-1,1) P(F<f)=90 %
g) G~ N(— 800 200%) P(G>g9)=5%
h) H ~ N(-20, 16) P(H >h)=55%

[a) —1.07, b) 36.74, c) 13.90, d) 335.51, ) —12.98, f) 0.28, g) —471.03, h) —20.50]
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Priklad 50:

S pomoci vhodného pocitacového programu vycislete:

(a) P(X >6.0), pokud X ~ x4,

(b) hodnotu kvantilu = tak, aby platilo P(X > x) = 0.05, pokud X ~ x3,
) P(X ¢ [—1.2,1.2]), pokud X ~ ty,

(d) hodnotu kvantilu = tak, aby platilo P(X > z) = 0.025, pokud X ~ t;,

(e) P(X > 130), pokud X ~ F2’5,

(f) hodnotu kvantilu « tak, aby platilo P(X > z) = 0.10, pokud X ~ Fj 1900.

(c

[a) 0.1991; b) 5.9915; ¢) 0.2964; d) 2.2281; e) 0.0104; f) 1.6367]

Priklad 51:

Lidové pravidlo tiké, ze hmotnost clovéka v kilogramech mizeme odhadnout jako jeho
vysku v centimetrech minus 100. Pokud je hmotnost v kilogramech nahodné veli¢ina s roz-
délenim N(62,121) a vyska v centimetrech ndhodna veli¢ina s rozdélenim N (168,49) a
jejich kovariance je rovna 35, u kolika procent lidi se toto pravidlo myli o vic nez 10 kg?

[ptiblizné ve 40 % pripadu]

Napovéda: Uvédomme si, s jakou nahodnou veli¢inou pracujeme. Sluselo by ji tfeba
jméno wvelikost chyby lidového pravidla, zkracené tieba V. Parametry jeho rozdéleni, které
zjevné patii do rodiny normalnich distribuci, ziskdame aplikaci nasich znalosti ze cviceni

6.4. Pokud budeme pocitat spravné, najdeme presny vysledek 0.3994.
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6.6 Miry polohy a variability

V tomto cviceni se zamérime na charakteristiky polohy a variability statistického znaku
v souboru pozorovani. Pti feSeni ptikladii budeme cerpat ze znalosti z kapitol 3.4 a 3.5.
U nékterych postupti, které jsme se ucili, existuje alternativni zptisob vypoctu, ktery
vede k jinym (Casto presnéjsim) vysledkiim, ale mnohdy byva pro vypocet na papiru
pracnéjsi. Vysledky uvedené v feSeni tohoto cviceni odpovidaji tém postuptum, které do-

porucujeme ve vyse uvedenych kapitoldach, dejte jim proto pri reseni prikladu prednost.

Priklad 52:

Skupina trinacti uchazec¢t o studium absolvovala oborovy test. Zjistéte primérny pocet
bodt, vybérovy rozptyl a vybérovou smérodatnou odchylku, pokud jednotlivi uchazeci

ziskali tato bodova ohodnoceni:
59 48 44 60 43 54 70 57 54 62 54 54 43.

[z =54, s* =64, s = §]

Priklad 53:

Manual psychodiagnostické metody uvadi primérné pocty bodu pro ¢tyri demografické
skupiny dle pohlavi a véku: muze 15-29, muze 30+, zeny 15-29, Zeny 30+ (viz tabulka).
Predpokladejme, ze hodnoty byly stanoveny tak, ze autori manualu nahodné vybrali urcité

pocty jedincii z populace obéantt CR a otestovali je.

(a) Zjistéte, jaky byl prumérny pocet bodu jedince z vyzkumného souboru autori ma-
nualu bez ohledu na jeho prislusnost ke skupiné.

(b) Zjistéte, jaky pocet bodu ziska v prumeéru ¢lovek, kterého ndhodné vybereme z po-
pulace ob¢antt CR starsich patnécti let, pokud zndme relativni ¢etnosti jednotlivych
skupin v populaci obéantt CR.

(c) Zjistete, jaky pocet bodu ziska v praméru muz, kterého nahodné vybereme z popu-
lace viech muztt v CR starsich patnécti let, pokud zndme relativni ¢etnosti jednot-

livich skupin v populaci obéantt CR.
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Praimeérny pocet Velikost Zastoupeni skupiny

bodi souboru v populaci CR
Muzi 15-29 32.84 282 9.78 %
Muzi 30+ 27.36 47 31.85 %
Zeny 15-29 31.99 543 9.22 %
Zeny 30+ 26.45 128 34.66 %

[a) 31.30, b) 28.12, ¢) 28.65]

Priklad 54:
Pro soubor hodnot 1,2,3,4,5,6,7,8,9 vypocitejte nasledujici charakteristiky:

(a) variacni rozpéti,
(b) mezikvartilové rozpéti,

(c¢) pramérnou absolutni odchylku,

(e) souclet Ctvercu,

)
)
)
(d) medidnovou absolutni odchylku,
)
(f) vybérovy rozptyl,

)

(g) vybérovou smérovanou odchylku.

[a) 8, b) 4, ¢) 2.2, d) 2, e) 60, f) 7.5, g) V7.5 ~ 2.74]

Priklad 55:

Osm pacientt prodélalo experimentalni lécbu onemocnéni. Lécba zabirda okamzité, jeji
ucinek je vsak pouze docasny. Priznaky choroby u jednotlivych pacienti ustoupily na

doby vyjadrené v poctech dni:
38 35 41 47 18 136 46 39.
Pro tyto hodnoty vypocitejte:

(a) pramér a smérodatnou odchylku,
(b) dvacetiprocentni useknuty prumér a useknutou vybérovou smérodatnou odchylku,

(c) dvacetiprocentni winsorizovany prumér a winsorizovanou vybérovou smérodatnou
odchylku.

[a) 50; /1288 =~ 35.89, b) 41; /22 ~ 4.69, c) 41; /26 ~ 5.10]
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Priklad 56:

Skupina 20 studentt se ztucastnila tappingové zkousky. Mérili jsme, kolikrat stihnou za 10

sekund zmécknout jednim prstem tlacitko. Ziskali jsme tyto vysledky:

¢ 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
x; 46 57 39 62 66 67 72 73 73 73 73 74 75 76 76 77 T7 79 80 85

Najdéte tyto kvantily:

(a) horni a dolni kvartil,
(b

)
) medidn,
c) treti a ¢tvrty decil,
)
)

(
(d

(e) kvantil z¢ g25.

sedmy a triatticaty percentil,

[a) 66.5:76.5, b) 73, ¢) 69.5;73, d) 57;72, e) 75|

Priklad 57:
Pro kazdou z hodnot (z1,xs,...,2,) = (5,1,7,5,2,1) vypocitejte:

(a) podil hodnot mensich nez x; nebo rovnych x; (tzn. relativni kumulativni ¢etnost),

(b) podil hodnot mensich nez x;,

(c) vybérové percentily, které danym hodnotam odpovidaji (dle postupu z kapitoly
3.4.3).

[a) 0.83,0.33,1.0,0.83,0.5,0.33, b) 0.5,0.0,0.83,0.5,0.33, 0.0,
¢) 0.7,0.1,1.0,0.7, 0.4, 0.1]

Piiklad 58:
U pacientky byly kazdé tii dny po dobu jednoho mésice méreny hladiny folikuly stimu-
la¢niho hormonu (FSH, v UI/L) a estradiolu (v pmol/L). Pomoci varia¢niho koeficientu

rozhodnéte, ktery z téchto hormonti kolisa v pribéhu cyklu vice.

Estradiol 123 127 165 221 472 782 330 497 493 320
FSH 4.7 64 6.7 64 46 114 52 35 23 28

lestradiol kolisa vice; variac¢ni koeficienty vychézeji 59.5 % a 48.1 %]
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Priklad 59:

Anicka se libi Petrovi, Lukasovi, Honzovi, Ludvikovi, Michalovi, Zdenkovi, Frantovi a
Risovi. Eliska se libi Tomovi, Standovi, Jirkovi a Martinovi. Lucka se libi Karlovi, Davi-
dovi a Romanovi. Dorotka se libi Filipovi a Adamovi, zatimco Lenka Alesovi a Liborovi.
Verca se libi Matéjovi a Adélka Rudovi.

Tom se libi Anicce, Dorotce, Marusce, Evé, Hance a Katce. Petr se libi Lucce, Lence,
Verci, Helc¢i a Terce. Honza se libi Elisce, Jitce, Ivé a Zuzce, Adam Marté a Andrei,
Filip Monci a Irci. Matéj se libi jen Dasi a Ruda se nelibi nikomu.

Pomoci koeficientu mutability rozhodnéte, jestli jsou preference rozmanitéjsi v souboru

chlapc, nebo divek.

[preference ve skupiné divek jsou rozmanitéjsi, rozdil je vsak maly: Mopiape = 0.81 a
Mdivky ~ 083]

6.7 Korelacni koeficienty

Vybér vhodného korelacniho koeficientu a stanoveni jeho velikosti je zakladni dovednosti,
kterou pti kvantitativnim zpracovani dat vyuzijeme. V praxi za nas vypocet obvykle
obstara pocitac. Specializované pocitacové programy maji zabudované procedury pro vy-
pocet Pearsonova korelacniho koeficientu i dalsich z néj odvozenych koeficientti véetné
Spearmanova. V pripadé pouziti programu MS Excel vyuzijeme funkci =PEARSON().
Funkci pro vypocet Spearmanova korelacniho koeficientu program neobsahuje, muzeme
nicméné pouzit funkci =RANK.AVG(), pomoci které prevedeme hodnoty na poradi (mé-
li stejné poradi vice nez jedna hodnota, bude vraceno prumérné poradi), a pak stanovit
vysi Spearmanova koeficientu opét pomoci prikazu =PEARSON().

Pro didaktické tucely ale doporucujeme vypocty v tomto cvic¢eni provést vlastni rukou
na papiru, pokud neni uvedeno jinak. Vzorce, které v tomto cviceni vyuzijeme, najdeme
v kapitole 3.7.

Priklad 60:

Z namérenych hodnot na ¢tyrech pokusnych osobach vypocitejte velikost vybérové kovari-
ance poctu bodi na skale extraverze dotazniku NEO-FFT a depresivity dotazniku BDI-II.
Pomoci Pearsonova korela¢niho koeficientu a Spearmanova korela¢niho koeficientu vyja-

drete velikost zavislosti téchto dvou znaku.

Extraverze 24 18 27 39
Depresivita 11 6 7 4
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[Szy = —13,r = —0.5, 1y = —0.4]

Poznamka: Nezapominejte, ze pri vypoctu jakékoli miry zavislosti je pismenem n ozna-

¢ovan pocet dvojic hodnot, nikoli pocet jednotlivych ¢isel, se kterymi pracujeme!

Priklad 61:

U péti lidi jsme testovali jejich inteligenci (IQ), emoc¢ni inteligenci (EQ) a miru kreativity.
S pomoci Spearmanova korelacniho koeficientu vycislete, jak tizce souvisi s 1QQ emocni

inteligence a jak kreativita.

1Q 121 101 99 125 115
EQ 90 105 114 120 115
Kreativita 124 110 116 124 124

Poznamka: Vsimnéte si, ze pouze v prvnim pripadé mizeme pouzit vzorec ry = 1 —

60 i 9

PTERTI V pripadé kreativity narazime na shody v poradi, takze musime po pfevodu na

prumeérna poradi pouzit vzorec pro Pearsontv korela¢ni koeficient.

[pro EQ s = 0.3 a pro kreativitu r; ~ 0.78]

Priklad 62:

Na statistickém souboru o rozsahu n prvki jsme pozorovali znaky z a y. Vypocitejte

Pearsontiv korela¢ni koeficient, pokud jsme namérili tyto vybérové charakteristiky:

(a) s2 =225, 57 = 400, s,y = 100,
(b) z=12,5 =30, s2 =09, 33 =16, Y z;y; = 7420, n = 20,
(¢) Y = 240, Yy = 500, Y a? = 1200, 3y = 6000, 3 ziy; = 2500, 1 = 50.

[2)0.33, b)priblizné 0.96, c¢)priblizné 0.46]
Priklad 63:

Co se tyce znalosti z biologie, Hanka toho znéa nejvic ze t¥idy, velmi dobry rozhled ma
Veronika, o néco horsi Lucka a Eliska se miize pochlubit jen velmi chatrnymi znalostmi.
Katka o biologii nevi nic. Kdyz se naopak budeme bavit o psychologii, mé nejvétsi rozhled
Veronika a v tésném zavésu za ni je Katka. Pomérné slusné, ac¢ o trosku slabsi znalosti
mé Hanka, jesté slabsi Lucka a nejslabsi Eliska, kterou psychologie moc nezajima.

Vyberte vhodny ukazatel tésnosti vztahu mezi znalostmi z biologie a psychologie a
vypocitejte jeho hodnotu na vyse uvedeném souboru péti stredoskolacek.

[vhodnou volbou je Spearmantv korelacni koeficient, ry = 0.2]
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Obrazek 40: Bodové grafy k prikladu 64

a) b) C)

g) h) i)

OO0OO0OO0OO0O0O0O0O0OO0OO0OO

Priklad 64:
Prohlédnéte si bodové grafy na obréazku 40 a pro jednotlivé pripady odhadnéte velikost

Pearsonova a Spearmanova korela¢niho koeficientu.
[a) r =ry =1, b) oba koeficienty blizko —1, ¢) oba koeficienty blizko nule, d) Pearson
nalezne silny vztah, ale mensi nez 1 (r = 0.77); ry = 1, jelikoZ jde o monoténni zavislost,
e) Pearson nalezne stfedné silny kladny vztah (r &~ 0.4), jelikoz je ovlivnén outlierem;
Spearman silny zaporny (rs & —0.8), f) r = r, = 0, g) oba koeficienty odhali stiedné
silny zadporny vztah (r ~ —0.6, rs & —0.5), h) r = ry = 1; dva body vzdy vytvareji
dokonalou korelaci, i) korelace neni pro konstantu definovana (pii vypoétu dochazi

k déleni nulou)]

Priklad 65:

Dle jedné hypotézy, ¢i spise lidového pravidla, divky pouzivaji ¢ervenou barvu na vlasy

zejména tehdy, kdyz hledaji partnera. Tuto hypotézu jsme se pokusili ovérit. Nahodné
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bylo osloveno vétsi mnozstvi divek a zen a u kazdé se evidovalo, jestli ma alespon pra-
minek vlasti obarveny na néjakou barvu blizkou cervené a jestli ma stdlého partnera.
7 celkového poctu 124 respondentek jich na své vlasy pouzilo ¢ervenou barvu 32. Z téchto
32 respondentek 19 pripustilo, ze partnera hleda; ze skupiny divek, které ¢ervenou barvu

nepouzivaji, partnera hledalo 44.

Kvantifikujte tésnost vztahu mezi sledovanymi znaky. Jedna se o silnou zavislost?

[ = 0.10, korelace je na hranici mezi slabou a zanedbatelnou]

Priklad 66:
Alele TR genu DRD4 se pripisuje vliv na touhu po dobrodruzstvi — vyskytuje se u dobro-

druht, moteplavci a obecné jedinct, kteri i za cenu rizika zazivaji doposud nepoznané.
Skupiné jedinci, u kterych se tato alela vyskytovala, a skupiné jedinct, u kterych se nevy-
skytovala, byla administrovana skéla vyhledavani nového (Novelty seeking, NS). Vyjadrete

silu vztahu mezi pritomnosti jmenované alely a vysledkem skaly.

DRD47R 1 1 1 1 1 1 1 O O O O O
NS 13 16 23 16 22 15 14 14 10 10 13 14

[pr ~ 062]
Priklad 67:

Pomoci hodnot v tabulce vypocitejte Pearsoniiv korela¢ni koeficient:

(a) pro znaky y a z u téch prvka, kde znak z ma hodnotu 1,
(b) pro znaky y a z u téch prvku, kde znak z ma hodnotu 0,

(c) pro znaky y a z na celém souboru.

voT Yo &
11 23 49
2 1 25 46
3 1 28 40
4 1 29 37
5 0 60 74
6 0 61 72
7 0 61 70
8§ 0 63 68
9 0 65 66

[—0.98, —0.95, +0.92]
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Poznamka: Vsimnéte si vysledku bodu c), ktery se ponékud pfi¢i zdravému rozumu —
u obou podsoubort pozorujeme silny negativni vztah, ale po jejich slouc¢eni vznika vztah

pozitivni. Pro lepsi pochopeni data zobrazte pomoci bodového grafu (viz priklad 75).

Priklad 68:

Na webovych strankach www3.nd.edu stahnéte datovou tabulku méreni velikosti mozku
a inteligence. Pomoci tabulkového editoru vypocitejte Pearsontiv a Spearmanuv korelac¢ni
koeficient pro celkové 1Q (FSIQ) a velikost mozku (MRI_ Count).

[r ~ 0.36, ry ~ 0.47]

6.8 Graficka reprezentace dat

Graficka prezentace dat je jednim ze zakladnich nastroji vyzkumnika. Neslouzi pouze
ke komunikaci dat s laickym ¢i odbornym publikem, ale pomaha nam i béhem procesu
analyzy; poskytuje ostiejsi predstavu o sledovanych ndhodnych veli¢inach a pomaha for-
mulovat hypotézy. Pii praci s daty by meélo byt jejich grafické vyjadreni prvnim krokem,
kterym zacindme nase uvahy. Zkoumame-li jednu proménnou, pak se s ni nejlépe se-
zndmime pomoci histogramu (p¥ipadné i krabicového grafu), a zajimé-li nas vztah dvou
promeénnych, pak je nastrojem prvni volby bodovy graf.

Poznatky, které pouzijeme v tomto cviceni, vychéazeji z kapitol 3.2.1, 3.4.5 a 3.7.5.

Priklad 69:

Nacrtnéte histogram pro tficet namérenych hodnot 3.54,3.66, 3.80,4.47,4.68,4.78,5.46,
5.89,5.97,6.00,6.03,6.64,6.66,6.78,6.93, 7.00, 7.16, 7.19, 7.43,7.84,7.95,8.22, 8.23, 8.32,
8.33,8.38,8.41, 8.60, 8.80, 9.33 dle nasledujicich pravidel:

o pocet kategorii ziskdme podle Sturgesova pravidla (k =1+3.322. loglo(n)),
« kategorie jsou stejné siroké a jejich stfedy jsou celd ¢isla,

e na ypsilonovou osu vynasime absolutni ¢etnosti.

[vhodné zvolené intervaly jsou [3.5,4.5),[4.5,5.5),...,[8.5,9.5), nalezené frekvence
budou poporadé 4, 3,4, 8,8, 3]

Priklad 70:

Nize uvedend tabulka shrnuje absolutni ¢etnosti méreni spadajicich do deviti kategorii.

Nakreslete pro tyto hodnoty histogram, na ypsilonovou osu vynasejte relativni ¢etnosti.
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kategorie fi

[470-490) 33
[450-470) 90
[430-450) 204
[410-430) 341
[390-410) 409
[370-390) 342
350-370) 198
[330-350) 84
[310-330) 29

[relativni ¢etnosti, které budeme vynaset do grafu, jsou zleva doprava
0.017,0.049,0.114,0.198, 0.236,0.197,0.118,0.052, 0.019]

Priklad 71:
Nakreslete krabicovy graf pro hodnoty 2.0,2.1,2.1,2.8,2.8,2.9,3.4,3.4,3.4,3.9,5.5,5.6.

Median vyznacte ¢arou, prumeér ¢tvereckem. Do obrazku vepiste komentare ke vSem zob-

razovanym statistikam.

~

=94 - hy 7 = =
QA\Q. 5 =345 KB5S Qs %65 55 56
< ’.~ "’
|_“ 0 ——l QO
7! !
7 %!

Priklad 72:
Nakreslete krabicovy graf pro hodnoty 14, 34,46, 50, 57,59, 63, 64, 68, 72, 80, 81, 83, 87, 91.

Median vyznacte ¢arou, priumeér ¢tvereckem. Do obrazku vepiste komentare ke vSem zob-

razovanym statistikam.

Q50 X636 K6k Q.®1 ad
e N N y
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Priklad 73:

Nékolik stredoskolaki bylo dotazovano, kolik knih ptecetli za posledni rok. Nésledujici

obrazek znazornuje histogram a krabicovy graf nalezenych hodnot. Vyctéte ¢i odhadnéte

tyto vybérové charakteristiky souboru: primér, median, variac¢ni rozpéti, horni a dolni

kvartil, mezikvartilové rozpéti, pritomnost a smér zesikmeni, pritomnost a hodnoty out-

lierti, priblizny pocet pozorovani.
|
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[
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14

28

* Ok

22

36

40

[z~53,5=25R=37,0Q;1 =1,Q3 =6,Q3 — Q; =5, data jsou silné zeSikmena

v kladném sméru (b &~ 2.5), za outliery mizeme povazovat 5 hodnot: 18,24, 26, 26, 37,

Priklad 74:

n = 50|

Nacrtnéte bodovy graf pro nize uvedené dvojice méreni. Odhadnéte velikost Pearsonova

korela¢niho koeficientu.

1 Ti Y T Y
1 63 4.2 11 81 34
2 29 35 12 29 5.0
3 3.0 3.9 13 3.2 5.8
4 56 54 14 75 3.2
5 9.6 2.7 15 70 1.9
6 76 2.3 16 2.1 7.2
7 39 48 17 6.7 3.3
8 15 4.7 18 5.1 3.7
9 91 16 19 6.2 25
10 5.3 2.5 20 5.1 54
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Priklad 75:

Nacrtnéte bodovy graf pro znaky y a z z prikladu 67. Pokud je hodnota znaku x rovna
1, zakreslete pozorovani jako kolecko, mé-li znak x hodnotu 0, vyznacte jej krizkem.

Srovnejte obrazek s vysledky prikladu 67.
[viz obrazek 41]

Priklad 76:

Nacrtnéte bodovy graf zavislosti znakt x (na iksovou osu) a y (na ypsilonovou osu) tak,
aby platilo: n = 10, znak zx je silné zesikmeny v kladném sméru, znak y ma napadné
bimodalni rozdéleni a je vyrazné platykurticky (Spicatost kolem hodnoty —2), velikost
Pearsonova korelaéniho koeficientu mé zdpornou hodnotu blizkou nule. (Uloha mé zjevné
vice spravnych feseni.)

[viz obrézek 41]

Obrazek 41: Nacrtky k fesenim tloh 75 a 76
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6.9 Intervaly spolehlivosti

Intervaly spolehlivosti obvykle stanovujeme s pomoci specializovaného pocitacového pro-
gramu. V tomto cviceni nicméné budeme procvicovat jejich vypocet jen s papirem, tuzkou
a kalkulackou. Znalost konstrukce konfidenc¢nich intervali krok po kroku zajisti poro-
zuméni tématu a poskytne navod ke konstrukci konfidencénich intervalii libovolné jiné
statistiky, jejiz distribuci dokéazeme popsat. Neni-li uvedeno jinak, u vSech priklada pred-

pokladejme, Ze pozorovana ndhodna veli¢ina mé normalni rozdéleni.

220



Priklad 77:

Pomoci laboratorniho testu na slindch pacienta se pokousime odhadnout hladinu testoste-
ronu v jeho krevni plazmé. Vime, Ze tato metoda neni zcela presna, ale chovani jeji chyby
dokazeme popsat — ma-li vybrany dospély muz skutecnou hladinu testosteronu rovnou
7 (ng/dL), pak si vysledek jeho testu muzeme predstavit jako realizaci ndhodné veli-
¢iny s rozdélenim N(7,900). Na jednom a tomtéz muzi jsme provedli 9 méreni hladiny

testosteronu a ziskali jsme tyto hodnoty (v ng/dL):
587,676,661, 624, 650, 623, 616, 567, 657.

Stanovte 95% a 99% konfidenéni interval pro hodnotu 7.
[I959%, = 629 £ 19.60 = (609.40, 648.60), Iggy, = 629 £ 25.76 = (603.24,654.76)]

Priklad 78:

Sest zaméstnanci absolvovalo kurz soft skills, ktery mél za tikol zlepsit jejich komunikacni
dovednosti. Pfed kurzem a po kurzu byl kazdému zaméstnanci administrovan test, ktery
komunikacéni dovednosti méti. U kazdého zaméstnance pak bylo spocitano, o kolik bodt
se zlepsil, jako pocet bodii v druhém testovani minus pocet bodi v prvnim testovani. Byly
ziskany tyto hodnoty:

4,6,—2,12,0,10.

Stanovte pro odhad stfedni hodnoty této ndhodné veli¢iny jako

(a) 95% oboustranny konfidenéni interval,
(b) 95% dolni odhad (jednostranny konfiden¢ni interval).

[a) (—0.75,10.75), b) 0.49]

Priklad 79:

Stanovte 95% dolni mez (jednostranny konfiden¢ni interval) pro stfedni hodnotu ndhodné

veli¢iny s normélnim rozdélenim, zname-li hodnoty jejich realizaci:
31,34,27, 20,25, 33, 30, 35, 25, 39, 29, 32.

Porovnejte §iti a umisténi intervalu, kdyz do souboru pridame jedno odlehlé pozorovani
s hodnotou 69.

[D = 27.31, po pridani odlehlého pozorovani se tato hodnota posune na 27.12]
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Poznamka: Vsimnéte si na prvni pohled paradoxniho vysledku. Tim, Ze jsme do souboru
pridali vyrazné vysokou hodnotu, se dolni mez odhadu sttedni hodnoty sniZila, a¢ bychom
ziejme cekali, ze se odhad posune smérem nahoru. Pri¢inou je to, ze pritomnost outlieru
radikalné ovlivnila odhad rozptylu. Mohli bychom si to predstavit jako uvahu, ze kdyz
v souboru mohou existovat outliery s vysokou hodnotou, tak zde zfejmé mohou existovat
i outliery s nizkymi hodnotami (které jen nemély to $tésti, Ze by se do naseho souboru

Vv

nez jsme vytvorili predtim.

Priklad 80:

Do prurezové studie bylo zatazeno 219 probandii. Soubor se prirozené rozdélil na 5 pod-
soubort s rozsahy f; az f5. Na kazdém podsouboru byl vypocitan aritmeticky primeér a
vybérova smérodatnd odchylka znaku z (viz tabulka). Nacrtnéte sloupcovy graf praméru
skupin véetné chybovych tsecek znézornujicich 95% intervaly spolehlivosti.

Zamyslete se nad faktory, které vyrazné zvétsuji sitku konfidenéniho intervalu.

Tp s
10 2.5 49
12 2.2 9
4 3.0 100
9 2.5 25
15 121 36

[rozsahy chybovych tsecek jsou poporadé
(9.28,10.72), (10.31, 13.69), (3.40,4.60), (7.97,10.03), (10.91, 19.09)]

Priklad 81:

V zavérecéné zprave o probéhlém intervenénim programu autori uvadéji intervalovy odhad
zlepseni vybranych kompetenci 10 ztéastnénych déti. Zprava vsak obsahuje pouze 80%
konfiden¢ni interval. Stanovte 95% interval spolehlivosti, kdyz vime, ze 80% interval je

roven (1.07, 6.53). Predpokladdme, Ze sledovand ndhodna veli¢ina mé& normélni rozdéleni.
[(~0.67,8.27)]

Priklad 82:

Predpokladejme, ze doba administrace vybrané projektivni metody je ndhodna velic¢ina

s normalnim rozdélenim. U Sesti klientt jsme namérili tyto ¢asy (v minutéch):

12,8, 11, 14, 12, 10.
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Stanovte:

b

)
)
()
)

(a) 95% konfiden¢ni interval pro rozptyl,
(

horni mez se spolehlivosti 95 % pro rozptyl,

95% konfiden¢ni interval pro smérodatnou odchylku,

(d) horni mez se spolehlivosti 95 % pro smérodatnou odchylku.

Priklad 83:

[a) (1.62,25.06), b) (1.27,5.01), ¢) 18.19, d) 4.26]

Pro statistické soubory a) az k) stanovte oboustranné konfidencni intervaly zadangch

spolehlivosti pro stfedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku. Predpokladejme, ze

zkoumané nahodné veli¢iny maji normalni rozdéleni.

hodnoty spolehlivost
a) 91,83,87 95 %
b) 89,71,91,83 99 %
c) 26,28,22 22 80 %
d) 28,47,30,32,28 90 %
e) 10,9,22,14,50 95 %
f) 8,10,6,10,11 99 %
g) 43,28,61,28,29,51 90 %
h) 42,50,32,31,23,44 99.8 %
i) 54,58,55,54,55,66,50 95 %
j)  35,25,13,21,20,25,29 80 %
k) 81,91,96, 88,91, 80, 80, 89 95 %

[a) (77.06,96.94), (4.34,631.97), (2.08,25.14), b) (57.22,109.78), (18.93, 3388.09),
(4.35,58.21), ¢) (22.04,26.96), (4.32,46.20), (2.08,6.80), d) (25.37,40.63),
(26.98,360.20), (5.19,18.98), ) (—0.11,42.11), (103.74, 2386.37), (10.19, 48.85),

h) (12.94,61.06), (24.37,2378.54), (4.94,48.77), i) (51.38,60.62), (10.38,121.23),
(3.22,11.01), j) (20.19,27.81), (27.62,133.39), (5.26,11.55), k) (81.98,92.02),

)
)
)
f) (4.88,13.12), (1.08,77.30), (1.04,8.79), g) (28.48,51.52), (88.52,855.54), (9.41,29.25),
)
)
)
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Priklad 84:

Pro ndhodné vybéry o vysokém rozsahu ma odhad Sikmosti ndhodné veli¢iny priblizné

normalni rozdéleni se stredem v nule a smérodatnou chybou

6n(n—1)
(n+1(n—-2)(n+3)
Stanovte 95% konfidenc¢ni interval pro tuto statistiku, kdyz jsme na souboru 1 000 pozo-

rovani spocitali hodnotu bodového odhadu 0.1.
[(—0.052,0.252)]
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Tabulka 21: Hodnoty kumulativni distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni,
P(X <z)pro X ~N(0,1)

x .0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9
-3.4 | 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-3.3_ 1 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-3.2_ 1 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1_ |1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3.0_ | 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9 1 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 1 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7_10.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6_ 1 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5_10.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
-2.4 1 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3_ 1 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2_10.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1_10.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0_10.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 1 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8 1 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7 1 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6_ 1 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5_ 1 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4 1 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3_ 1 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2. 1 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1 1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1.0__ | 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379
-0.9 10.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
-0.8_ |1 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
-0.7_10.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148
-0.6_ 1 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
-0.5_ 1 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776
-0.4_ 1 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
-0.3_ 1 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
-0.2_ |1 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859
-0.1_ |1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
-0.0_ ] 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
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Tabulka 22: Hodnoty a-kvantilu ndhodné veli¢iny s normovanym norméalnim rozdélenim,
o, : P(X <z,)=apro X ~ N(0,1)

« b, « D, o D, « P,
0.000 —00 0.020 | -2.0537 0.12 | -1.1750 0.32 | -0.4677
0.001 | -3.0902 0.021 | -2.0335 0.13 | -1.1264 0.33 | -0.4399
0.002 | -2.8782 0.022 | -2.0141 0.14 | -1.0803 0.34 | -0.4125
0.003 | -2.7478 0.023 | -1.9954 0.15 | -1.0364 0.35 | -0.3853
0.004 | -2.6521 0.024 | -1.9774 0.16 | -0.9945 0.36 | -0.3585
0.005 | -2.5758 0.025 | -1.9600 0.17 | -0.9542 0.37 | -0.3319
0.006 | -2.5121 0.030 | -1.8808 0.18 | -0.9154 0.38 | -0.3055
0.007 | -2.4573 0.035 | -1.8119 0.19 | -0.8779 0.39 | -0.2793
0.008 | -2.4089 0.040 | -1.7507 0.20 | -0.8416 0.40 | -0.2533
0.009 | -2.3656 0.045 | -1.6954 0.21 | -0.8064 0.41 | -0.2275
0.010 | -2.3263 0.050 | -1.6449 0.22 | -0.7722 0.42 | -0.2019
0.011 | -2.2904 0.055 | -1.5982 0.23 | -0.7388 0.43 | -0.1764
0.012 | -2.2571 0.060 | -1.5548 0.24 | -0.7063 0.44 | -0.1510
0.013 | -2.2262 0.065 | -1.5141 0.25 | -0.6745 0.45 | -0.1257
0.014 | -2.1973 0.070 | -1.4758 0.26 | -0.6433 0.46 | -0.1004
0.015 | -2.1701 0.075 | -1.4395 0.27 | -0.6128 0.47 | -0.0753
0.016 | -2.1444 0.080 | -1.4051 0.28 | -0.5828 0.48 | -0.0502
0.017 | -2.1201 0.090 | -1.3408 0.29 | -0.5534 0.49 | -0.0251
0.018 | -2.0969 0.100 | -1.2816 0.30 | -0.5244 0.50 | 0.0000
0.019 | -2.0749 0.110 | -1.2265 0.31 | -0.4959
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Tabulka 23: Hodnoty a-kvantilu ndhodné veli¢iny se Studentovym t-rozdélenim
s v stupni volnosti, t,., : P(X <t,,) =a pro X ~t,

v | tuooee  tuooes  tuoors  tuooso  tui0.900

1 318.309 63.6567 12.7062 6.31375 3.07768
2 22.3271 9.92484 4.30265 2.91999 1.88562
3 10.2145 5.84091 3.18245 2.35336 1.63774
4 7.17318 4.60409 2.77645 2.13185 1.53321
D 5.89343 4.03214 2.57058 2.01505 1.47588
6 5.20763 3.70743 2.44691 1.94318 1.43976
7 4.78529 3.49948 2.36462 1.89458 1.41492
8 4.50079 3.35539 2.30600 1.85955 1.39682
9 4.29681 3.24984 2.26216 1.83311 1.38303
10 | 4.14370 3.16927 2.22814 1.81246 1.37218
11 | 4.02470 3.10581 2.20099 1.79588 1.36343
12 | 3.92963 3.05454 2.17881 1.78229 1.35622
13 | 3.85198 3.01228 2.16037 1.77093 1.35017
14 | 3.78739 2.97684 2.14479 1.76131 1.34503
15 | 3.73283 2.94671 2.13145 1.75305 1.34061
16 | 3.68615 2.92078 2.11991 1.74588 1.33676
17 | 3.64577 2.89823 2.10982 1.73961 1.33338
18 | 3.61048 2.87844 2.10092 1.73406 1.33039
19 | 3.57940 2.86093 2.09302 1.72913 1.32773
20 | 3.55181 2.84534 2.08596 1.72472 1.32534
22 | 3.50499 281876 2.07387 1.71714 1.32124
24 | 3.46678 2.79694 2.06390 1.71088 1.31784
26 | 3.43500 2.77871 2.05553 1.70562 1.31497
28 | 3.40816 2.76326 2.04841 1.70113 1.31253
30 | 3.38518 2.75000 2.04227 1.69726 1.31042
35 | 3.34005 2.72381 2.03011 1.68957 1.30621
40 | 3.30688 2.70446 2.02108 1.68385 1.30308
50 | 3.26141 2.67779 2.00856 1.67591 1.29871
70 | 3.21079 2.64790 1.99444 1.66691 1.29376
100 | 3.17374 2.62589 1.98397 1.66023 1.29007
200 | 3.13148 2.60063 1.97190 1.65251 1.28580
500 | 3.10661 2.58570 1.96472 1.64791 1.28325
oo | 3.09023 257583 1.95996 1.64485 1.28155
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Tabulka 24: Hodnoty a-kvantilu ndhodné veli¢iny s rozdélenim x? s v stupni volnosti,
Xt P(X < XJ.0) = a pro X ~ x}

<

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Xv:0.000  Xp;0.005  X1;0.025 Xv;0.05 Xv:0.1 Xv;0.999  Xv:0.995  X1;0.975 Xv;0.95 Xv:0.9

0.00000 0.00004 0.00098 0.00393 0.01579 | 10.8276 7.87944 5.02389 3.84146 2.70554
0.00200 0.01003 0.05064 0.10259 0.21072 | 13.8155 10.5966 7.37776 5.99146 4.60517
0.02430 0.07172 0.21580 0.35185 0.58437 | 16.2662 12.8382 9.34840 7.81473 6.25139
0.09080 0.20699 0.48442 0.71072 1.06362 | 18.4668 14.8603 11.1433 9.48773 7.77944
0.21021 0.41174 0.83121 1.14548 1.61031 | 20.5150 16.7496 12.8325 11.0705 9.23636
0.38107 0.67573 1.23734 1.63538 2.20413 | 22.4577 18.5476 14.4494 12.5916 10.6446
0.59849 0.98926 1.68987 2.16735 2.83311 | 24.3219 20.2777 16.0128 14.0671 12.0170
0.85710 1.34441 2.17973 2.73264 3.48954 | 26.1245 21.9550 17.5345 15.5073 13.3616
1.15195 1.73493 2.70039 3.32511 4.16816 | 27.8772 23.5894 19.0228 16.9190 14.6837
1.47874 2.15586 3.24697 3.94030 4.86518 | 29.5883 25.1882 20.4832 18.3070 15.9872
1.83385 2.60322 3.81575 4.57481 5.57778 | 31.2641 26.7568 21.9200 19.6751 17.2750
2.21421 3.07382 4.40379 5.22603 6.30380 | 32.9095 28.2995 23.3367 21.0261 18.5493
2.61722 3.56503 5.00875 5.89186 7.04150 | 34.5282 29.8195 24.7356 22.3620 19.8119
3.04067 4.07467 5.62873 6.57063 7.78953 | 36.1233 31.3193 26.1189 23.6848 21.0641
3.48268 4.60092 6.26214 7.26094 8.54676 | 37.6973 32.8013 27.4884 24.9958 22.3071
3.94163 5.14221 6.90766 7.96165 9.31224 | 39.2524 34.2672 28.8454 26.2962 23.5418
4.41609 5.69722 7.56419 8.67176 10.08519 | 40.7902 35.7185 30.1910 27.5871 24.7690
4.90485 6.26480 8.23075 9.39046 10.86494 | 42.3124 37.1565 31.5264 28.8693 25.9894
5.40682 6.84397 8.90652 10.1170 11.65091 | 43.8202 38.5823 32.8523 30.1435 27.2036
5.92104 7.43384 9.59078 10.8508 12.44261 | 45.3147 39.9968 34.1696 31.4104 28.4120
6.98297 8.64272 10.9823 12.3380 14.04149 | 48.2679 42.7957 36.7807 33.9244 30.8133
8.08488 9.88623 12.4012 13.8484 15.65868 | 51.1786 45.5585 39.3641 36.4150 33.1962
9.22213 11.1602 13.8439 15.3792 17.29188 | 54.0520 48.2899 41.9232 38.8851 35.5632
10.3909 12.4613 15.3079 16.9279 18.93924 | 56.8923 50.9934 44.4608 41.3371 37.9159
11.5880 13.7867 16.7908 18.4927 20.59923 | 59.7031 53.6720 46.9792 43.7730 40.2560
14.6878 17.1918 20.5694 22.4650 24.79665 | 66.6188 60.2748 53.2033 49.8018 46.0588
17.9164 20.7065 24.4330 26.5093 29.05052 | 73.4020 66.7660 59.3417 55.7585 51.8051
24.6739 27.9907 32.3574 34.7643 37.68865 | 86.6608 79.4900 71.4202 67.5048 63.1671
39.0364 43.2752 48.7576 51.7393 55.32894 | 112.317 104.215 95.0232 90.5312 85.5270
100 | 61.9179 67.3276 74.2219 77.9295 82.35814 | 149.449 140.169 129.561 124.342 118.498
200 | 143.843 152.241 162.728 168.279 174.8353 | 267.541 255.264 241.058 233.994 226.021
500 | 407.947 422.303 439.936 449.147 459.9261 | 603.446 585.207 563.852 553.127 540.930
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Tabulka 25: Vypocet distribuc¢nich funkei, hustot a kvantili v programu MS Excel 2016

Rozdéleni

Distribuc¢ni funkce

Hustota / Pravd. funkce

Kvantil

Bi(n,p)
Po(\)
N(p,0?)
N(0,1)
Xz

tn

Fn17n2

=BINOM.DIST (k; n; p; 1)
—POISSON.DIST (k; A; 1)
=NORM.DIST (z; p; 05 1)
=NORM.S.DIST (z; 1)
—CHISQ.DIST(z;n; 1)
=T.DIST(z;n; 1)

=F .DIST(z; n1; np; 1)

=BINOM.DIST(k; n; p; 0)
=POISSON.DIST(k; A; 0)
=NORM.DIST (z; u; 0; 0)
=NORM.S.DIST(z;0)
—CHISQ.DIST(z; n; 0)
=T.DIST(z;n;0)

=F .DIST(x; nq; 123 0)

=BINOM.INV (n; p; a)

=NORM.INV (q; u; 0)
=NORM.S.INV(«)
=CHISQ.INV(a;n)
=T.INV(a;n)
=F.INV(a;ny;n9)

Tabulka 26: Recké pismena a jejich vyslovnost

malé velké

¢teme

EEX VT3 9T I MIT >FI ©« I 2 ®WO

DEexeRk3NMydnz2="~0oNEb3 W

alfa
beta
gama
delta
epsilon
zéta
éta
théta
iota
kappa
lambda
mi

ny

ksi

pi

ro
sigma
tau
ypsilon
fi

chi

psi
omega
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